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Der Voith-Schneider-Propeller im Nachstrom eines Schiffsrumpfes 
Von W.-H. Isay 


1. Einleitung. In zwei vorangehenden Arbeiten! habe ich die Strémung durch ,,freifahrende“ 
Voith-Schneider-Propeller, d. h. ohne Beriicksichtigung des Schiffsrumpfes behandelt. Es liegt nun- 
mehr nahe, aufbauend auf den als bekannt vorausgesetzten Ergebnissen der Arbeiten I und IT den 
Einflu8 eines vor dem Voith-Schneider-Propeller liegenden Schiffsrumpfes mit zu beriicksichtigen. 
Hierfiir werden in der vorliegenden Arbeit zwei Methoden entwickelt, die wir nacheinander be- 
trachten wollen. Die erste einfachere Theorie fiigt sich besonders iibersichtlich in unsere friiheren 

_ Ergebnisse ein, ist fiir numerische Rechnungen gut geeignet und in ihrer Genauigkeit ausreichend. 
Die exaktere Theorie ist wesentlich komplizierter; sie wird uns dazu dienen, einen Uberblick iiber die 
Genauigkeit der einfacheren Theorie zu erhalten. In beiden Fallen behandeln wir die Strémung als 
ebene Potentialstrémung mit der iiblichen Singularitaétenmethode. Dabei sei darauf hingewiesen, 
da8 eine sehr verfeinerte Theorie mit groBem Rechenaufwand schon von vorne herein wenig sinnvoll 
ist. Denn das ganze Problem der Einwirkung des Schiffsrumpfes auf den Propeller ist wegen der 
Schraganstrémung durch den langsam abfallenden Schiffsboden eigentlich ein dreidimensionales, so 
daf} eine zweidimensionale Theorie stets nur als Naherung angesehen werden kann. 


2. Die einfachere Theorie. Die einfachere Theorie, um den EinfluB des Schiffsrumpfes zu beriick- 
sichtigen, besteht darin, da wir die Anstrémung u, des Voith-Schneider-Propellers ersetzen durch 
eine Quellsenke mit der Anstrémung up; also an die Stelle von uy tritt jetzt der Ausdruck 


* . * b? 
uy +, — 405 = uo (1 ): 


(2 aay oy | ae a)? 

Eine solche Strémungsfigur besteht bekanntlich aus einem den Schiffsrumpf ersetzenden Kreis vom 
Halbmesser b, dessen Mittelpunkt beiz = — (R + a + 6) liegt, mit Staupunkten bei z = — (R + a) 
und z = — (R + a + 25) (Abb. 1); a ist der Abstand des Propellers vom Schiffsrumpf. Gegen eine 
solche Theorie ist natiirlich einzuwenden, 
daB der Einflu8 des rotierenden Propellers ~ y 
dieses Bild noch veradndert, und zwar in 
zweifacher Hinsicht: _ 

Zunachst ist die Propellerstrémung in- ve 
stationar, und die Darstellung des Schiffs- _ - f i 
rumpfes durch eine stationare Quellsenke ee 
fiihrt dazu, daB sich die Kontur des Rump- a oe 
fes, den die Quellsenke erzeugt, dauernd TE 
andert. Jedoch ist der instationdére Ein- 
fluB nicht groB, wie wir noch im Rahmen 
der exakterenTheorien sehen werden. Weiter Abb. 1. 
haben wir den stationadren EinfluB, den der 
Voith-Schneider-Propeller auf das Strémungsfeld der Quellsenke ausiibt; dieser ist etwas groBer und 
bewirkt, daB die Strémungsfigur der Quellsenke kein genauer Kreis vom Halbmesser b bleibt, 
sondern besonders hinten in der Nahe des Propellers etwas verzerrt wird. Dazu ist zu sagen, daB ja 
bereits die Ersetzung des wahren Schiffsrumpfes durch einen Strémungskreis eine starke Verein- 
fachung darstellt, so daB eine gewisse Verzerrung der Kreiskontur hinten am Schiffsrumpf nicht 
mehr so erheblich sein diirfte. Wesentlich ist an unserem Modell nur, daB die Schiffsbreite durch 2b 
gegeben ist, und a den lichten Abstand des Schiffsrumpfes vom Propeller darstellt. 

Es ist nunmehr nicht schwer, die bekannte Theorie der Arbeiten I und II entsprechend zu er- 
ginzen. Zu unserem friheren Strémungsfeld treten also noch die Anteile 

2 
ur— ivy = ; : (1) 


“G+R+6 +a)? 


@ 
ek 
\ 
\ 
\ 
/ 


1 W.H. Isay, Ing.-Arch. 23 (1955) S. 379, Arbeit I; Ing.-Arch. 24 (1956) S. 148, Arbeit IT. 
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hinzu, und fiir die Berechnung der Zirkulationsverteilung auf den Propellerfliigeln bendtigen wit die 
Werte von u* und v* auf dem Umfang des Propellers fiir z = R e'? mit D = wt +  (siehe Arbeit I). 


Es ist 
i® 2i® 3 31® 
+P eee [sae Coe pp ave A Rte : bee, (2) 
0 0 (R + a-+ by? Ratb (R-+ a+ b) (R + a+ 6) 
also 
i Uy b? 2Reos® , 3Rcos2D: 4K cos3P ved 
ol es | R+a+b '(R+a+bP? (R+a+b) ‘4 (3) 
. Uy 5? 2Rsn®@ , 3K sn2@ AR sn3® , . 
re ar Riedeab” (Reagent eee 


Da sicherlich R/(R + a + 6) < 0,3 ist in praktischen Beispielen, konvergieren die Reihen gut, und 
es gentigen die ersten Glieder. 

Die aus der Randbedingung am Propellerfliigel entstehende Integralgleichung (I, 6) bzw. (II, 20), 
bekommt dann auf ihrer linken Seite zusatzlich noch folgende Glieder, wie man ohne weiteres unter 
Verwendung der Formeln (3) bestatigt: 


79 eos (wt +A) sind — cos® 


us — i cos (wt +A) cos® + sind De 


Uy b? @ 2Reos2® , 3 R? cos 3@ 4 R? cos 4@ ae: (4) 
Tree Rath (Rea phy. (Raa 

u, b2 : 2Rsn2@ 3 R?sin3 @ 4 R? sin 4@ cist To 
Se age Reo eh eth eR asses [Reo (ot ta). 


Zu den Funktionen f,(y) auf der linken Seite der Integralgleichungen (I, 15) treten dann zusatzlich 
noch folgende Ausdriicke: 

: Uy b? Tiel 

A (R+a+by? R2i 

Ps Uo b? i 2 R inf 1 

aaj: feces s Rae Rn 


(e'? A (IG e'4) , 


eT: 


2ig y 2 , 
, Uy b? 2Re cote Aaa 3R ie =H 
musa: asteple os CR Bi. "SLR dbieR ek ele 
: Ug b SLUM | ak ro 1 2iPeiht Us ro ae -] 5 
2u fy: aoe le afb Reeth Rai ° © (Ra ane i = eee 
eae 2 8 RL Fo lL singed so Re ree 
ZN Sa? (Re Gaby (R aaa by (Ree eh" ae (R+a+byt R 2i 
: uy b? OO | AR to} aiogiay 6 R® ro 1 e6i0 ei 
mis TR EatoelR+a tbh! (REatbpR Zi "(Rfa+bp R oi 
6% , 
aN Uy 6? 6 Re” ees 5 Rt iff hee 
s*  (R+atb? (Rats ' (R+at+d) R2i 


Die Auflésung der durch die Ausdriicke (4) bzw. (5) erganzten Integralgleichungen erfolgt dann 
genau nach den in Arbeit I und II angegebenen Methoden, wie man ohne weiteres einsieht. 


Auch die Berechnung der resultierenden Kraft des Voith-Schneider-Propellers wird in der aus 
Ziff. 8 der Arbeit I bekannten Weise durchgefiihrt; lediglich ist zu beachten, daB bei der Berechnung 
der resultierenden Geschwindigkeit w zusatzlich noch die Anteile u* und v* aus (3) zu beriicksich- 
tigen sind. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, das der als ruhend angenommene Schiffsrumpf mit der 
Geschwindigkeit wu) angestrémt wird. Umgekehrt kann uy ebensogut auch als Schiffsgeschwindigkeit 
angesehen werden. Nun tritt hinter dem Schiffsrumpf ein sogenannter Nachstrom auf, der bewirkt, 
daB die effektive Fortschrittsgeschwindigkeit des Propellers relativ zu dem ihn umgebenden Wasser 
(oder im Sinne unserer bisherigen Betrachtungen die effektive Anstrémgeschwindigkeit gegen den 
ruhenden Propeller) kleiner ist als ug, und zwar uy (1 —A) mit A als Nachstromziffer (0 <A < 1). 

Nach Formel (1) kénnen wir die Nachstromziffer auf zwei verschiedene Arten definieren: 


| 
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1) Mittelung iiber den Propellerumfang: 
22 


1 b2 dD b2 
hee Re “ Beene 6 
a 2% Pe (R + a+ b)? (6) 


wie man sofort aus (2) entnimmt. 


2) Mittelung iiber den eae 
R 
es. b2 dy bof (R+atsy—y* | b2 
2k Gy+R+a+bP 2R iF: 7+ (R+a+ bpp” ~ R2+ (Rta + bp 


Sk fate 


=A, 2 (7) 


wobei die Berechnung des Integral wohl itibergangen werden kann. Die beiden Nachstromziffern 
unterscheiden sich nur ganz wenig, wie wir an den spater behandelten Zahlenbeispielen sehen werden. 


3. Die exaktere Theorie. Wir nehmen an, der Schiffsrumpf liege symmetrisch zur x-Achse und 
erstrecke sich von x = — (L + a+ R) bis x = —(a-+ R). Dann besteht eine exaktere Behand- 
lung des vorliegenden Problems darin, daB dieser Schiffsrumpf durch eine Quellenverteilung q(x, t) 
zu ersetzen ist, die so bestimmt werden muB, dab die vorgegebene Schiffskérperkontur zu jeder Zeit 
Stromlinie des Geschwindigkeitsfeldes bleibt 


(Abb. 2). Die Quellenverteilung sei auf der eo y 
x-Achse angeordnet, und es muf die Be- { - 
dingung fiir eine geschlossene Konturkurve a 
—(R 4a) eal iete ee 
a= f aé&Ndg=0 ©) Lye NS 
= (2 Ro a) Sars Wi 


erfiillt sein. 

Fur die Bestimmung der Quellenvertei- 
lung und um zu untersuchen, wie groB der Abb. 2. 
EinfluB der vom Propeller induzierten Ge- 
schwindigkeiten am Schiffsrumpf ist, berechnen wir zunachst die Geschwindigkeit, die von den Pro- 
pellerfliigeln am Schiffsrumpf (d. h. naherungsweise auf der x-Achse) induziert wird. Dabei er- 
setzen wir die Propellerfliigel durch Punktwirbel der entsprechenden Gesamtzirkulation und er- 
halten fiir einen 6-fliigeligen Propeller mit | x | > R } 


ie ca 1 


i (60) iR ° S= 1 6 < + in (ors >a) 
tater i A ce 
1 R q=1 


SQ) 
ic) 6 . ql . q—!) 
iR \v ee iat ty ——-% ty-——n 
=e a, e e 3 e 3 
QI 2 
v= 


p=—T 


67 y R me é 
= on in Ay, Wore ala Oo, v -+- = O=% ae) errr Byes LU 


v=0 p=—T 


Dabei haben wir entsprechend (I, 7) 
= 
EN (A_, = 4,) (9) 


L=—T7 
eingesetzt und yon der leicht zu beweisenden Relation 


—1 
6 ivt+ pia 
é z 6 (50, y+pu site 06,9 f- aie es y+ i 
q— 


Gebrauch gemacht (6 ist das Kroneckersymbol). 


Also ergibt sich 
. v 1 * 
ur—ivr=3, >) (x) sF (An Ae peor die ear), (10) 


PAR 
= 


1 Der Summationsbuchstabe q hat natiirlich nichts mit der Quellenverteilung zu tun! 
22* 
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wobei natiirlich iiber » nur soweit zu summieren ist, wie Zirkulationskoeffizienten nach Ansatz (9) 
vorhanden sind. 

Fiir einen 4-fliigeligen Propeller (vgl. Ziff.7, Arbeit IIT) ergibt sich ganz analog an Stelle 
von (10) 


x 


ur—im =a DG) Ao a0 Ape ettet Al Feat heey? eS hte): (11) 


‘ R 1 : 
In den meisten Fallen dirfte : =< 4 Sein. 


Untersucht man nun die zeitabhangigen Anteile in Formel (10) bzw. (11), indem man fiir die 
Zirkulationskoeffizienten etwa die Zahlenwerte aus Beispiel 4 bzw. 5 der Arbeit II einsetzt, ferner 


Rix = — LB annimmt, so ergibt sich, daB die zeitabhangigen Anteile in (10) und (11) maximal etwa | 


2 


von der GréBenordnung 0,02 uy werden. Sie kénnen somit im Rahmen der fiir die ganze Theorie | 


(s. Einleitung) gemachten Vorbehalte unbedenklich vernachlassigt werden. 


Somit wird die von den Propellerfliigeln am Schiffsrumpf auf der x-Achse induzierte Geschwindig- 
keit in guter Naherung (6-fliigeliger Propeller) 


x 


: Gist R\2— R\3— | 
ur—ior= ny tot (TA +(Z) at, (12) 


und die entsprechende Formel fiir einen 4-fliigeligen Propeller ist ganz analog, enthalt statt der 6 


eine 4, 

Setzt man noch A, = z= B,— > Ge 
jenigen der sinus-Glieder in der Reihenentwicklung fiir /’(t). Dann liefert die Zerlegung von (12) in 
Real- und Imaginarteil 


6 R\2 R\3 R\4 
robo (tfaeEfoe4 
6 R R\2 R\3 R\4 
ee An |\- 40x () B, + (7 B.+(7} By +++. 
Als nachstes berechnen wir die Geschwindigkeit, die von den hinter dem Propeller abflieBenden 


freien Wirbeln am Schiffsrumpf auf der x-Achse induziert wird. Dazu benétigen wir nach Formel 
(I, 4) folgende Integrale, deren Beweis wir in Ziff. 5 nachholen. Es ist 


(13) 


CO 2i7 

ak (x —x* — R cos 8) dO dx* 1 /R\n 

ra | I SOS Tan (g = asus RG See te y (14) 
60 
(oo) Pata 

ple La R sin 0 do dx* 1h 

all | ee R? Bae x*)? — 2 R (x —x*) cos 0 male ; (15) 
d 6 


Dagegen ergibt (14) mit sin n 9 und (15) mit cos n # den Wert Null, wie man ohne weiteres erkennt. 
Sei nun 


eB 
of (G) = — Bisin 0 —2 B, sin 2.0 —3 By sin3.9—-- 


+ C, cos 3 + 2 C,cos28 +3 Cz, cos39+:--. 


Dann wird bei einem 6-fliigeligen Propeller die von den freien Wirbeln am Schiffsrumpf auf der | 


x-Achse induzierte Geschwindigkeit 


1 R 1 RN 1 IRNE 
o=patsin(}+iaye-, 


2 


LaeetRi eal Rew look: (16) 
eee G7) (2) —---.| | 


Fiir einen 4-fliigeligen Propeller ist gemaB (IT, 19) der Faktor 2/3 hinzuzufiigen. 


, so sind die B, die Koeffizienten der cosinus- und die C, die- | 
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Die ‘gesamten vom Voith-Schneider-Propeller am Schiffsrumpf auf der x-Achse induzierten 
Geschwindigkeiten sind somit unabhangig von der Zeit gegeben durch 


By SG JEN Ik B, 3 C, R\/R\2 B SG TERN IRN 
u = a= es =e 3 3 AAO 
ATs (3 22 eae Dysaph aie (3 eles 5 Y 
3A, R C, SED ERY EG G By 1b 55 TRN IRE (G; 3B, R\ /R\8 
v — a | 1 Sees Pee 2 SY Pest) 3 eee 
fer oC eee (3 Diag =e (3 Whig ie) (5 retical 


Das gilt fiir einen 6-fliigeligen Propeller; bei einem 4-fliigeligen ist noch der Faktor 2/3 anzubringen, 
im tibrigen ist die Formel genau gleich. 
Setzt man in (17) z. B. fiir die Zirkulationskoeffizienten die Zahlenwerte aus Beispiel 4 der Arbeit 


If ein, so ergeben! sich die Geschwindigkeiten (17) maximal noch nicht einmal von der GroBen- 


ordnung 0,2 uy (fit Rie = : 


(17) 


Wie wir aus (17) ersehen, sind die vom Propeller am Schiffsrumpf auf der x-Achse induzierten 
Geschwindigkeiten in guter Annaherung von der Zeit unabhangig. Wir kénnen somit den Schiffs- 
rumpf durch eine zeitunabhangige Quellenverteilung q(x) darstellen, die auf der x-Achse ange- 
bracht ist. 

Fiir den weiteren Ausbau unserer Theorie bendtigen wir die von einer solchen Quellenverteilung 
in der Kreisbahn des Voith-Schneider-Propellers induzierten Geschwindigkeiten u, und Vq3 es ist 


q 
gin cer ii ve oe os R 
. § : IR \ Zier dé 
26) ss gif coy 2% POral|( 2 
lly — i 0g = 5 | ho) ie a: a | (6) |I + re +(e) 4 \F 
(LF R42) (LF R+a) 
er i [ h(o) do 4 Rei® , R? @2i 
ito yt tg dE i Way lead ; 1 iis So eda 
: Rt ap = + = 0086 Ryrat > + 3 cosa (R+atZ+% cos) | 
wobei wir die bekannte Transformation 
1h il 
&f=—R—a 5 (1 + coso), h(o) ed) (18) 


verwendet haben. Nun gelten folgende Integralformeln, deren Beweis wir in Ziff. 5 nachtragen: 


%. 1 (uO Ih 2h) 9) 


J bye ilk [ cos Bp a+ do oxi " 1 on Mé+1 
2 n+l ‘Ge !1¢ n Af? il 
(R+a+ 3+ cosa) RNa gaa! 


mit 


Wird fiir h(c) ein Ansatz der iiblichen Form gemacht 


igus yz 2, li cos B 0, (20) 


[wegen (8) muB h, = 0 sein], so erhalt man die von der Quellenverteilung des Schiffsrumpfes auf dem 
Umfang des Propellerkreises induzierte Geschwindigkeit in folgender Form: 


5 af 6 oy Mer} LR oe ) A 
t= > iV @[Me—1 T° a(R fe) MP1 
; (21) 
R? e?'® : 2 Mi" | R38 e3t® ee bes. Src | 
eee 8(R + a)? M?—1 ' 31 aR ay M?—I | . 


Die Zerlegung von (21) in Real- und Imaginirteil ist sofort abzulesen. 

Die Behandlung des vorliegenden Str6mungsproblems nach der exakteren Theorie besteht jetzt 
darin, zugleich die Quellenverteilung auf der x-Achse und die Zirkulationsverteilungen auf den Pro- 
pellerfliigeln so zu bestimmen, daB die gegebene Kontur des Schiffsrumpfes Stromlinie der Absolut- 


1 Denken wir jetzt noch einmal an die einfachere Theorie aus Ziff. 2, so konnen wir feststellen, dafs zu der 
Quellsenkenstromung noch Stérgeschwindigkeiten des Propellers kommen, die an der Hinterseite des Stromungs- 
kreises maximal etwa 0,2 u, betragen; sie bewirken wie bereits gesagt eine geringfiigige Verzerrung der Kreis- 
kontur die im Rahmen der einfacheren Theorie vernachlassigt werden kann. 
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stroémung wird, und zugleich an den Propellerfliigeln die aus Ziff. 4 der Arbeit I bekannte Rand- 
bedingung erfiillt ist. 

Die Kontur des Schiffsrumpfes sei oberhalb und unterhalb der x-Achse durch + Y(x) gegeben; 
dann ist Y(x) die sogenannte Dickenlinie1, und die Strémungsbedingung am Schiffsrumpf lautet in 
unserem Fall (Abb. 2) 


(R+a) 
i d 
J g(x) = ¥'(x) [tg + pla) + url) + 5 maar (22) 


—(L}R+a) 


wobei u(x) + u,(x) durch (17) gegeben ist. Gleichung (22) stellt eine Integralgleichung fir die ge- 
suchte Quellenverteilung dar; durch die Transformation (18) und den Ansatz (20) kann sie auf die 
Form 


i Dh cos B s—2sins- Y"(s) [Up + uf(s) + ur(s)} 
p= 2 aay a (23) 
Se io sinsdo __ Y’(s) /2 >» hgsin Bs 
pal 


cos 0 — COS $ 


gebracht werden. Gleichung (23) kann etwa in der Weise aufgelést werden, daB man die Gleichung 
fiir sechs x- bzw. s-Werte erfiillt und so ein lineares Gleichungssystem zur Bestimmung der sechs 
Koeffizienten hg erhalt. 

Andererseits liefert die Randbedingung am Propellerfliigel eine Integralgleichung von der be- 
kannten Form (I, 6) bzw. (II, 20), bei der auf der linken Seite zusatzlich noch die von der Quellen- 
verteilung des Schiffsrumpfes induzierten Geschwindigkeiten u, und v, aus (21) auftreten. Durch 
diese zusatzlichen Glieder ist die Integralgleichung fir die Zirkulationsverteilung mit der Integral- 
gleichung (22) fiir die Quellenverteilung verbunden, wahrend andererseits (22) mit der ersteren 
durch die Anteile u; + up verkniipft ist. Die Auflésung dieser beiden simultanen Integralgleichun- 
gen ist prinzipiell durch einen IterationsprozeB méglich, der jedoch bei praktischen Zahlenbeispielen 
recht kompliziert und langwierig sein diirfte. Deshalb wird auf einen weiteren Ausbau dieser Theorie 
verzichtet; wir kénnen dabei auf unsere Ausfiihrungen in der Kinleitung verweisen. 


4, Zusammenhang zwischen der einfacheren und der exakteren Theorie. Wir wollen nun unter- 
suchen, inwieweit die exaktere Theorie die Einwirkung des Schiffsrumpfes auf den Voith-Schneider- 
Propeller wesentlich besser erfaBt als die einfachere. Da fiir diese EKinwirkung die Formeln (2) 
bzw. (21) maBgebend sind, kommt es darauf an, den Zusammenhang zwischen den beiden Formeln 
zu untersuchen. Um iibersichtliche Ergebnisse zu erhalten, greifen wir dazu zwei einfache aber 
charakteristische Spezialfalle von Quellenverteilungen heraus. 


Wir beginnen mit einer eingliedrigen Quellenverteilung, d. h. 


= 
h(o) = 12 h, coso. (24) 
Dies entspricht gem4B Formel (23) einem Anstieg (Differentialquotient) der Dickenlinie? 
h 
vis $s) = ——— CUS: 
(3) 27 uy + hy 3 
Dagegen gilt bekanntlich fiir einen reinen Kreis Y’ = ctg s ; die hier untersuchten Profile sind also 


etwas ovaler. 


Fiir die durch (24) gegebene Quellenverteilung stimmt Formel (21) offenbar dann genau mit 
Gleichung (2) der einfacheren Theorie tiberein, wenn 


baht =z M? ] 
(R+a+bp mt M2—1° | 
2 M?—1 a M? 
~ Rott M? @R+«) M1? (25) 
3 SS ere: M2 
(R+a+b? 2 M? &aR+a? M2@—1  * Jj 


* Vel. z. B. H. Schlichting, VDI-Forschungsheft 447, (1955) S. 8. 
? Dabei sind uy + up als klein gegeniiber uy vernachlassigt. 
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ist. Wir haben also zu priifen, ob die Relationen (25) fiir verniinftige Werte der vorkommenden 
Konstanten erfiillbar sind. Dazu setzen wir voraus, daB 0,1 < (R + a)/L < 0,25 sei. In diesem uns 
interessierenden Bereich kann man in guter Naherung setzen 


R+a 


Mx —— — 0,625 , 
VEE CEE) wis 8h + oan, es 
M? Lew“) 125-7“ — 061. 

J 


Die Differentiationen sind aber an den strengen Ausdriicken fiir M usw. auszufithren; erst hinterher 
kénnen die Naherungsformeln (26) eingesetzt werden. Durch eine elementare Rechnung 1aft sich 
dann zeigen, daf} sich die zweite Relation (25) auf die Form bringen laBt 


+ (R+a+b)= ois + 0,187) a 1,25 “7 *—0,61| 


L 15S : L 
oder 
b a Rta R-+a\2 R+a\3 
5 = 0,114 + 0,157 * 4 1,69( 2 15( + ) (27) 
wahrend die dritte Relation (25) lautet 
1 Rta (R + a)? Rta 1 
7 (R +4 +6) = —(L5 ’ +0,187) ee 0,61] fe 


d. h. annahernd mit (27) tibereinstimmt, da die Wurzel fiir 0,1 <(R + a)/L < 0,25 Werte zwischen 
1,14 und 1,07 annimmt. Auf eine genaue Wiedergabe des umstindlichen Ausdruckes unter der 
Wurzel wird hier verzichtet. Nach Formel (27) gehért zu (R + a)/L = 0,1 der Wert b/L = 0,144 
und zu (R + a)/L = 0,25 der Wert b/L = 0,234. Die erste Relation (25) liefert dann den zuge- 
hérigen Wert von /2/x h, und ist natiirlich immer zu erfillen. Hier gehért zu (R + a)/L = 0,1 
der Wert V2/a hy = 0,920 uy und zu (R + a)/L = 0,25 der Wert /2/a hy = 1,44 uy. 

b) Als zweiten Fall betrachten wir eine der Funktion 


h(c) = = h, (cos o — cos 3 0) (28) 


entsprechende Quellenverteilung. Dies entspricht nach (23) einem Anstieg der Dickenlinie? 


Y(s) h, (cos s — cos 3 s) 
$s) = — == ° 
(hy + |/2 2 up) sin s — hy sin 3 s 


Es handelt sich jetzt also um Schiffskérperprofile, die vorne und hinten spitz verlaufen, In diesem 
Fall stimmt Formel (21) dann genau mit Gleichung (2) der einfacheren Theorie tiberein, wenn 


on } 
Up b? =/- ~ 
(R +a + by? 7M. | 
2 ane ers 
RO pe AR a) (29) 
3 eee & M2--:, 
(R+a+ 6)? 2 M? a(R + a)? J 


ist. Unter Verwendung der Naherungsformeln (26) laBt sich durch eine elementare Rechnung zeigen, 
daB sich die zweite der Relationen (29) auf die Form bringen laBt 


ey 
iG L 


wihrend die dritte Relation (29) lautet 


Isa Wa ee 
(0,187 Sas \== +(R+a@ +0) 


und somit annihernd mit (30) iibereinstimmt, da die Wurzel fir 0,1< (R + a)/L< 0,25 Werte 


R 
0,187 + 1,5 R+a+b) bzw. 2 = 0,187 + 05-5", (30) 


1 Dabei sind us + up als klein gegeniiber uy vernachlassigt. 
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zwischen 1,12 und 1,06 annimmt. Nach Formel (30) gehért zu (R + a)/L = 0,1 der Wert b/L = 0,237 
und zu (R + a)/L = 0,25 der Wert b/L = 0,312. 

Die erste Relation (29) liefert dann den zugeh6rigen Wert von /2/z hy und ist natiirlich immer zu 
erfiillen. Hier gehort zu (R + a)/L = 0,1 der Wert /2/x h, = 1,79 uy und zu (R + a)/L = 0,25 
der Wert 2/7 h, = 2,13 uy. 

Es zeigt sich also, daB (in dem betrachteten Wertebereich der vorkommenden Konstanten) der 
von den durch (24) und (28) gegebenen Schiffsrumpfprofilen auf den Voith-Schneider-Propeller aus- 
geiibte EinfluB in guter Annaherung durch eine Quellsenkenstrémung entsprechend der einfacheren 
Theorie aus Ziff. 2 ersetzt werden kann. Durch (24) und (28) kénnen bereits viele Schiffsrumpf- 
profile approximiert werden. 

Fiir die GréBe (R + a)/b erhalt man mit den vorstehenden Zahlen einen Wertbereich 0,7 = 
(R + a)/b < 1,1 im Fall a) baw. 0,4 < (R + a)/b < 0,8 im Fall b). In diesen Bereichen liegen 
auch unsere in Ziff. 6 behandelten Zahlenbeispiele. i 


5. Beweis einiger Integralformeln. Wir haben nun die Beweise fiir einige Integralformeln nach 
zuholen, die wir in Ziff. 3 verwendet haben. 
a) Zunachst beweisen wir Formel (14), (15). Dazu gehen wir aus von dem Integral 


co 22% 


1 | Bea (« — x* — R cos 9) dé dx* 


Jn 


Be RO @ — 2") —— 2 Re — x cose 
0 
esiedon 9) a8 
Acad ino (4+ cos 8) db dy e PR 
S22 i [e 1+ 72+ 24 cos 0 (x* —x = Ry gesetzt) 
—x/R 0 


wobei wir die zunachst auszufiihrende Integration iiber ? nach der Residuenmethode vollziehen 
Nach der Substitution e'? =z ist der Integrationsweg der Einheitskreis der z-Ebene. Man hat dann! 


(oe) ice) 
i} fe 2 n+1 n 
J,=—-s- aa gn—l 1s 227% dz ees. jak eS = dp = ae 
22 21x 1 2 xX 2n\ x 
AIR (EK) G+ x) ( + al =o ; 
Genau so ergibt sich das Integral 
o 27 
ey soe R sin 0 dd dx* 
ENE OF, R? + (« — x*)?— 2 R (x — x*) cos 3 
0 0 
oO 2% co) 
1 5 sin 0 dd dy 1 1 1— 2 
— Ce ae ear ints Mie SMT gs Se yt Bra] n= 
aa l+y7+2ycos 2x I ee ‘ 1 ay, 
—x/R Ob —/R| (EK) (@ +2) (: a | 
a i ry r 1 \n+1 S. 1 ‘R\n 
waa | oa) [ema ls): 
—x/R 


Mit den Integralen J,, und I,, sind auch die Formeln (14) und (15) bewiesen. 
b) Wir kommen nun zum Beweis der Integralformel (19). Dazu betrachten wir das Integral 


Kee 1 | cos 8 o do TAL * cos B o do 
22 iE Lae cy 9 a ae he 
Pe R+a+—4+—coso é (eae 

J aes oars 


ee! gf ot. yk 
Ta eT (B= 1). 
(EK) 


und vollziehen die Integration wieder nach der Residuenmethode in der komplexen z-Ebene mit der 
Substitution e'? = z. Es ist 


Roar eer 
nna ee ee ee 


L L 


=e, 


R 


; * 
‘ Da der Schiffsrumpf vor dem Propeller liegt, ist x negativ, also e 


> 1, und somit auch | ¥| > 1. 


| 
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und nur die Wurzel z, (++) liegt im Einheitskreis. Folglich gibt das Residiuum bei z = z, fiir den 
Wert des Integrals K, den Beitrag 
Lite 


2) za” 


dazu kommt noch der von dem Residuum bei z — 0 stammende Anteil. Dazu formen wir den be- 
treffenden Teil des Integranden um: 


u=0 
Hiervon ist nur das Glied mit » + ~ = 6 —1 von Bedeutung, das ist 
1 1 


Also wird wegen 2, 2 = | 


p—1 
Kp=4 | ay iy oh za 1 pee wed 


2: 


21 — 22 r+p=p—l 24 zp ak y=0 
AE ae Ea = nen eee GM 
2 z2—] [L + 2 ene eae) ee Ma 


da ja 2, mit unseren friiheren Grofe M identisch ist. 


Die zu beweisende Integralformel (19) ergibt sich nunmehr ohne weiteres, indem man das Inte- 
gral K, partiell nach dem Parameter (R + a) differentiert. 


6. Zahlenbeispiele. Wir wollen nun den Einflu8 des Schiffsrumpfes auf den Voith-Schneider- 
Propeller nach der einfacheren Theorie aus Ziff. 2 an vier Zahlenbeispielen betrachten. Bei den 
ersten drei ‘Beispielen handelt es sich um einen 4-fliigeligen Propeller, den wir freifahrend als Bei- 
spiel 5 der Arbeit II behandelt haben. Also mit einer Fligeltiefe von20 = 20°, einem Fortschritts- 
grad u,/Rw = 0,25 und einer Propellerfliigelsteigung von r,/R = 0,50. Nunmehr sei bei? 


Beispiel5a:b=2R, a=R, Reape = > Reap 
1 Sag b R 1 
Beispiel5b: 6 =3R, a=2R, Roasts et (PIG GNS TAL 
Beispiel 5c: b=2,5R =0,5R Viste she Js 0,25" 
ispiel oc: b = 2, se —_- ep Egeay aR Ger} ? 


Um zu priifen, ob zwischen 4- und 6-fliigeligen Propellern wesentliche Unterschiede in bezug auf den 
EinfluB des Schiffsrumpfes bestehen, berechnen wir als letztes Beispiel den 6-fliigeligen Propeller, 
den wir freifahrend als Beispiel 4 der Arbeit IT behandelt haben. Also ist die Fliigeltiefe 2 « = 20°, 
der Fortschrittsgrad u)/Raw — 0,25 und die Propellerfliigelsteigung r//R = 0,50. AufSferdem sei nun- 
mehr (Beispiel 4a): —2R,a=—R. E 

Bei der Berechnung der Zirkulationsverteilung nach den iiblichen aus Arbeit T und II gut be- 
kannten Verfahren sind wir so vorgegangen, daB wir jeweils die bekannte Zirkulation (LI, 26) und 
(II, 8) des freifahrenden Propellers beibehalten haben. Durch eine separate Rechnung haben wir 
dann den Zusatzanteil /",(t) der Zirkulation berechnet, der durch die zusatzlichen (vom Einf luB des 
Schiffsrumpfes stammenden) Glieder (4) in den Integralgleichungen (IT, 20) bzw. (I, 6) bedingt ae 
Wegen der Linearitat der Integralgleichungen ist diese Superposition ja ohne weiteres méglich. 


Es ergibt sich? bei Beispiel 5a: 
I(t) = — 0,007 — 0,106 cos wt — 0,076 sin wt + 0,158 cos 2 wt + 0,071 sin 2 wt 


— 0,020 cos 3 wt — 0,036 sin 3 wt + 0,005 cos 4 wt + 0,003 sin 4 wt 
— 0,003 cos 5 wt — 0,004 sin 5 wt + 0,002 sin6 at, 


1 Die Beispiele 5a und 5c konnen auch als zwei Schnitte des gleichen Propellers baw. Or ae Mi 
schiedenem Abstand von der Wasseroberflache angesehen werden. Eine systematische haaceccain ved ne 
durch den raumlichen Charakter der Strémung bedingten Erscheinungen wird in einer weiteren Arbeit des 
Verfassers enthalten sein. Phas eee " 

2 Auf die Ermittelung der Funktion »(y, t) wurde hier verzichtet. Sie spielt fiir die Untersuchung der Stro- 
mung und die Berechnung der Krafte nur eine geringe Rolle, wie wir aus Arbeit II und I wissen. 
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bei Beispiel 5b: 
Iy(t) = — 0,007 — 0,118 cos wt — 0,068 sin wt + 0,121 cos 2 wt +- 0,059 sin 2 wt 
— 0,006 cos 3 wt — 0,027 sin 3 wt — 0,002 sin 4 wt — 0,002 cos 5 wt — 0,002 sin 5 wt, 
bei Beispiel 5c: 
y(t) = — 0,010 — 0,166 cos wt — 0,118 sin wt + 0,248 cos 2 wt + 0,110 sin 2 wt 
— 0,030 cos 3 wt — 0,057 sin 3 wt + 0,007 cos 4. mt + 0,005 sin 4 wt 
— 0,004 cos 5 wt — 0,006 sin 5 wt 
und bei Beispiel 4a: 
Iy(t) = — 0,007 — 0,068 cos wt — 0,081 sin wt + 0,136 cos 2 wt + 0,082 sin 2 wt 


— 0,018 cos 3 wt — 0,030 sin 3 wt + 0,003 cos 4 wt — 0,008 cos 5 wt 
— 0,002 sin 5 wt + 0,002 sin6at. 


Also wird mit (II, 26) bzw. (II, 8) die resultierende Zirkulationsverteilung bei Beispiel 5a: 


I(t) = 0,020 — 0,738 cos wt — 0,106 sin wt + 0,412 cos 2 wt — 0,114 sin 2 wt 
+ 0,030 cos 3 wt — 0,016 sin 3 wt — 0,007 cos 4 wt + 0,006 sin 4 wt (31) 
— 0,010 cos 5 wt — 0,008 cos 6 wt + 0,017 sin 6 wt, 
bei Beispiele 5b: 
I(t) = 0,020 — 0,750 cos wt — 0,098 sin wt + 0,375 cos 2 wt — 0,126 sin 2 wt 
-+- 0,044 cos 3 wt — 0,007 sin 3 wt — 0,012 cos 4 wt — 0,009 cos 5 wt (32) 
+ 0,004 sin 5 wt — 0,008 cos 6 wt + 0,015 sin 6 wt, 
bei Beispiel 5c: 
I(t) = 0,017 — 0,798 cos wt — 0,148 sin wt + 0,502 cos 2 wt — 0,075 sin 2 wt 
+ 0,020 cos 3 wt — 0,037 sin 3 wt — 0,005 cos 4 mt + 0,008 sin 4 wt (33) 
— 0,011 cos 5 wt — 0,008 cos 6 mt + 0,015 sin 6 wt 
und bei Beispiel 4a: 
I(t) = 0,020 — 0,548 cos mt — 0,173 sin wt + 0,428 cos 2 wt — 0,036 sin 2 wt , 
— 0,005 sin 3 wt + 0,028 cos 3 wt — 0,011 cos 4 wt — 0,008 cos 5 wt (34) 
+ 0,008 sin 5 w't — 0,005 cos 6 wt + 0,022 sin 6 wt. 


Wie schon in Arbeit I und II sind auch in der vorliegenden Arbeit die Zirkulation und samtliche Ge- 
schwindigkeiten in Einheiten von up, alle Krafte in Einheiten von 0 u? R und alle Momente in Ein- 
heiten von 0 u? R? angegeben!. 
Die einzelnen Geschwindigkeitsanteile, aus denen sich die resultierende Geschwindigkeit 

w = U2 + V? (relativ zum Propellerfliigel) zusammensetzt, wurden berechnet, wie in Ziff. 8 der 
Arbeit I angegeben. Nunmehr sind jedoch noch die Geschwindigkeitsanteile u¥ und v* aus (3) neu 
hinzugekommen, so daf jetzt 

U=u+oRsinwt + u(wt) + >” up(wt) + ux(ot), 

V=—oReosot + v,fwt) + >” vp(wt) + (ot) 
ist. Das Ergebnis der Rechnung ist in den Tabellen | bis 4 enthalten. Dabei haben wir die von 
Arbeit II bekannten und leicht zu iibersehenden Geschwindigkeitsanteile u,, = —wRsin wt, 
v, = @Rcos wt, nicht mehr neu mit aufgenommen. 


Tabelle 1. Beispiel 5a 


ot Lup Lp up vf ug any 
0° + 0,014 — 0,028 + 0,850 + 0,071 — 0,160 0,00 
30° — 0,016 — 0,071 + 0,774 + 0,059 — 0,164 — 0,034 
60° + 0,015 — 0,112 + 0,407 — 0,101 — 0,177 — 0,071 
90° -+- 0,042 — 0,114 — 0,167 — 0,294 — 0,208 — 0,111 
120° + 0,048 — 0,101 -+ 0,069 — 0,367 — 0,272 — 0,143 
150° + 0,036 — 0,096 + 0,291 — 0,237 — 0,378 — 0,124 
180° + 0,014 — 0,086 + 0,372 — 0,011 — 0,444 0,00 
210° — 0,014 — 0,075 + 0,275 + 0,227 — 0,378 + 0,124 
240° — 0,036 — 0,083 + 0,061 + 0,295 — 0,272 + 0,143 
270° | <— 0,028 || 0.1149) = 0.107 ame 0,025 4) nog BCeO Ty 
300° + 0,020 — 0,117 + 0,261 -+ 0,078 — 0,177 + 0,071 
330° + 0,056 — 0,060 + 0,632 + 0,054 — 0,164 + 0,034 


u Bei der Durchfithrung der fiir die vorliegende Arbeit notwendigen numerischen Rechnungen haben mich 
Frau Marzke und Fraulein Voigt (beide Rechner bei der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin) in 
dankenswerter Weise unterstiitzt. 
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Tabelle 2. Beispiel 56 


ee ee 
wt z/up 2p up vf ux v*k 
0° + 0,014 — 0,030 + 0,833 + 0,071 — 0,184 0,00 
30° | —0,019 | —0,074 | + 0,800 | + 0,048 | —o.188 | —0,027 
60° + 0,015 — 0,117 + 0,440 — 0,115 — 0,202 — 0,055 
90° + 0,038 — 0,114 — 0,155 — 0,305 — 0,230 — 0,079 
120° + 0,044 — 0,103 + 0,085 — 0,365 — 0,276 — 0,089 
150° + 0,038 — 0,097 + 0,299 — 0,220 — 0,332 — 0,065 
180° | + 0,014 | —o,084 | +0357 | + 0,003 | —0:360 0,00 
ZNO? — 0,018 — 0,075 + 0,263 + 0,213 — 0,332 + 0,065 
240° — 0,038 — 0,086 + 0,071 + 0,286 — 0,276 + 0,089 
ane — 0,024 — 0,114 — 0,097 + 0,231 — 0,230 + 0,079 
300° + 0,021 — 0,116 + 0,281 + 0,090 — 0,202 + 0,055 
330° | + 0,056 | —0,066 | + 0,618 | + 0,063 | —0,188 | + 0,027 


Tabelle 3. Beispiel 5c 


7. ee 


wt 2/up Pre Ue vf ur ve 
o° | +0,018 | —o,026 | + 0,952 | +0,079 | —0,250 0,00 
30° — 0,014 — 0,070 + 0,790 + 0,077 — 0,256 — 0,053 
60° | + 0,018 | —0,115 | + 0,368 | —0,085'| —0,276 | —o0.110 
90° + 0,051 — 0,126 — 0,203 — 0,299 — 0,324 — 0,173 
1202 + 0,062 — 0,110 + 0,037 — 0,402 — 0,425 — 0,224 
150° | + 0,042 | —o,103 | + 0,297 | —0,296 | —0,590 | —0.,193 
180° | +0,018 | —0,099 | + 0,426 | —0,044 | —0,694 0,00 
ADS — 0,005 — 0,086 + 0,332 + 0,248 — 0,590 + 0,193 
240° | —0,032 | —0,086 | +0,075 | +0,345 | —0,425 | + 0,224 
270° | —0,033 | —0,126 | —0,129 | +.0.254 | —0,324 | +0.173 
300° + 0,024 — 0,132 + 0,310 + 0,077 — 0,276 + 0,110 
330° | +.0,065 | —0,064 | +0,748 | +.0,046 | —0,256 | + 0,053 


Tabelle 4. Beispiel 4a 


ot | Lup Zp up v¢ ut vf 
0° + 0,063 — 0,015 + 0,998 + 0,092 — 0,160 0,00 
30° + 0,039 — 0,022 + 0,817 + 0,154 — 0,164 — 0,034 
aie. | 0.019 ——0.00r | = 0,321 | = 0,025 |) —0,177 | —0,071 
90° + 0,058 — 0,178 — 0,297 — 0,299 — 0,208 — 0,111 
120° + 0,128 — 0,206 — 0,017 — 0,483 — 0,272 — 0,143 
0e 2) 014d | 0199, | 5 0818-|-— 0.36417 — 0,878 | = 0,124 
180° + 0,052 — 0,069 + 0,470 — 0,078 — 0,444 0,00 
210° — 0,065 — 0,095 ia, 0,374 + 0,247 — 0,378 + 0,124 
240° — 0,079 — 0,161 + 0,109 -+- 0,365 — 0,272 + 0,143 
270° — 0,032 — 0,166 — 0,137 + 0,285 — 0,208 + 0,111 
300° + 0,033 — 0,121 + 0,384 + 0,063 — 0,177 + 0,071 
330° + 0,054 — 0,054 + 0,811 + 0,043 — 0,164 -+ 0,034 


Mit den Werten der Tabellen 1 bis 4 kénnen ohne weiteres die Geschwindigkeiten U, V und w 
berechnet werden. Die Richtung von w gibt B = arc tg V/U an (gegen die positive x-Achse ge- 
messen). Das Ergebnis ist in den Tabellen 5 bis 8 zusammengestellt. 


Tabelle 5. Beispiel 5a 


| EE RE ER a 

ot U Vv w B ot U V w B 
OS + 1,705 | — 3,957 4,31 — 66,7° 180° + 0,942 | + 3,904 4,02 + 76,4° 
30° + 3,594 | — 3,511 5,02 — 44,3° 210° —1,117 | + 3,739 3,90 + 106,6° 
60° + 4,709 | — 2,283 5,23 — 25,9° 240° — 2,712 | + 2,356 3,99 + 139,0° 
90° + 4,668 | — 0,519 4,70 — 6,3° || 270° — 3,343 | + 0,222 3300 + 176,2° 
1202 + 4,308 | + 1,389 4,53 + 17,9° 300° — 2,360 | — 1,968 3,07 — 140,2° 
502 + 2,949 | + 3,008 4,21 + 45,6° 330° — 0,475 | — 3,436 3,47 — 97,9° 
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Tabelle 6. Beispiel 5b 


ot U V w B at U Vv w B 
a  ——____—__—— 

0° + 1,663 | — 3,959 4,29 — 67,2° 180° + 1,011 | + 3,919 4,05 + 175,5° 
SO + 3,593 | —3,517 5,03 — 44,4° 210" — 1,088 | + 3,667 3,83 + 106,5° 
60° «| +.4.717| —2,287| 5,24 | —25,9°]/ 240° | —2,707| + 2,280 | 3,55 | + 139,8° 
90° + 4,653 | — 0,497 4,68 — 6,1° Oe — 3,352 | + 0,196 3,36 + 176,7° 
120° + 4,316 | + 1,443 4,55 + 18,5° 300° — 2,364 | — 1,971 3,08 — 140,2° 
150° | +3,006| +3,082| 4,30 | +45,7°] 330° | —0,514| —3,440| 3,48 | — 98,5° 


Tabelle 7. Beispiel 5c 


ot Ci V w B at U V w B 
EEE eee 

o° | +1,720|—3,947| 4,31 | —66,5° | 180° | 40,750] + 3,857] 3,93.) = 79.0" 
30° «| +3520 | —3,511| 4,97 | —449°] 210° | —1,263 | 4+:3,819| 4,02 | + 108,3° 
60° + 4,573 | — 2,310 9,12 — 26,8° 240° — 2,847 | + 2,483 3,78 + 138,9° 
90° | +4,5231,— 0,598 | 4.56 | —. 75°] 270° | -3.487)| -:0,3018) 914,505 > Wyo 
120° | +-4,138 | +1,264| 4,33 | 317,09) “300° .|.=- 2,407 | — 4945) 4/095) |) == 4c 
150° | +. 2,749'| +9.879-| 3,98. | =. 46,39] 380° | — 0,443.) —.3,428-\00 3 46un | == 0 meee 


Tabelle 8. Beispiel 4a 


wt U V w B | wt (i Vv w B 
0° + 1,901 | — 3,923 4,36 — 64,1° 180° + 1,078 | + 3,853 4,00 + 74,4° 
Se + 3,693 | — 3,367 5,00 — 424° 210° — 1,069 | + 3,740 3,89 + 105,9° 
60° + 4,627 | — 2,187 A? — 25,3° 240° — 2,707 | + 2,348 3,98 + 139,1° 
90° + 4,553 | — 0,588 4,59 —._ 7,3° ee — 3,377 | + 0,230 3,38 + 176,1° | 
IPAD + 4,304 | + 1,168 4,46 SS Zoe 3002 — 2,224 | — 1,988 2,98 — 138,2° 
150° -+- 3,084 | -+ 2,847 4,20 + 42,7° 330° — 0,299 | — 3,442 3,45 — 95,0° 


Fiir die Berechnung der resultierenden Krafte an den Propellerfliigeln haben wir wie in Tabelle 32 
und 23 der Arbeit II angenommen, da der Druckmittelpunkt mit dem Profilmittelpunkt zusam- 
menfalle. (Abgerundete symmetrische Profile). 


Tabelle 9. Beispiel 5a 


F ae P GréBe der ichtun, 
wTltgelprofilon ie eon tion Specipias ft result Rea | K,, Ky M 

0° — 0,301 1,297 — 156,7° —1,19 051 051 

30° Boss: 2.786 — 134.3° 271-95 —1,99 = 0075 
60° — 0,790 4,131 — 115,9° — 1,80 — 3,71 — 0,30 
90° — 0,481 2,260 — 96,3° — 0,25 — 2,24 + 0,25 
1202 + 0,226 1,024 » + 107,9° — 0,32 + 0,98 — 0,21 
150° + 0,892 3,759 + 135,6° — 2,68 ++ 2,63 — 0,94 
180° + 1,135 4,563 + 166,4° — 4,43 -+ 1,07 — 1,07 
210° + 0,843 3,288 — 163,4° — 3,15 — 0,94 — 0,76 
240° + 0,201 0,721 — 131,0° — 0,47 — 0,54 — 0,14 
2nOe — 0,301 1,008 + 86,2° + 0,07 + 1,01 + 0,07 
300° 0.399 1.295 + 129-8° — 0.79 + 0,95 —0.21 
330° | 0.231 0,802 + 172,1° 0.79 40,31 20130 


Tabelle 10. Beispiel 5b 


3 oR, t GréBe der Richtun r 
hirer ae gear ae c mene Ee result, Kraft Ky. Ky | M 

0° — 0,340 1,459 — 157,2° pars —0,57 + 0,57 

Be — 0,583 2,932 — 134,4° — 2,05 — 2,09 — 0,78 
60° — 0.790 4.139 —115,9° 181 — 3°72 — 0,30 
90° — 0,446 2,087 — 96,1° — 0,22 — 2,07 -+ 0,22 
120° + 0,275 1.251 + 108,5° — 0.40 #119. sl <2 695 
150° -- 0,918 3,947 + 135,7° — 2,83 ++ 2,76 — 0,98 
180° + 1,090 4,415 + 165,5° — 4,97 belt tr 
210° -++- 0,808 3,094 — 163,5° — 2,97 — 0,88 — 0,72 
240° +. 0,233 0,827 — 130,2° 20.53 0,63 ery. 
270° 0272504 0,914 + 86,7° + 0,05 + 0.91 + 0,05 
300° — 0,395 1,217 -—- 129,8° — 0,78 + 0,94 — 0,20 


330° — 0,257 0,894. 41760 — 0,88 40,13 ==0/33 
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In den Tabellen 9 bis 12 sind die Profilzirkulation, die Krafte an den Propellerfliigeln (nach 


GréBe und Richtung, bzw. zerlegt in ihre x- und y-Komponente) sowie das Drehmoment nach For- 
mel (IT, 2) enthalten. 


eee ee eee ee ee 
* 7. : GréBe der Richtung der 
een Profilzirkulation sie ae ye sae Kraft K,. K y M 
oo ce a ee ee eee 
0° —= 0,283 1,220 — 15659 = 119 — 0,49 — 0,49 
30° — 0,572 2,843 — 134,9° — 2,01 — 2,01 — 0,74 
60° — 0,864 4,424 == 116.8" 20) 13,95 == 0,25 
90° — 0,593 2,704 —= 975° —0,35 — 2.68 + 0,35 
120° + 0,129 0,559 -+ 107,0° — 0,16 +.0,54 — 0,13 
150° ++ 0,907 3,610 ae 1s6:3° = Sl + 2,50 — 0,86 
180° + 1,295 5,090 |) ME 169.0° — 5,00 + 0,97 0.97 
210° + 1,013 4,072 — 161,7° — 3,87 — 1,28 — 0,83 
240° + 0,241 0,911 a= 1siil° — 0,60 — 0,68 220/12 
270° — 0,371 1,299 + 85,1° + 0,11 + 1,29 + 0,11 
300° — 0,464 1,434 + 128,9° — 0,90 + 1,12 — 0,22 
330° — 0,234 0,810 + 172,6° — 0,80 0.11 20,31 
Tabelle 12. Beispiel 4a 
GréBe der Richtung der 
Big ioserl bas Profilzirkulation Ft result, Kraft K, 1. M 
0° — 0,096 0,419 — 154,1° — 0,38 —0,18 — 0,18 
30° | — 0,342 1,710 —132,4° | —1,15 — 1,26 — 0,52 
60° — 0,687 Sood — 115,3° — 1,50 — 3,18 — 0,29 
90° — 0,574 2,634 == 97 3° = Oya4 106) + 0,34 
120° + 0,013 0,058 + 105,2° — 0,02 + 0,06 — 0,02 
150° + 0,656 2,755 + 132,7° = 1587 + 2,03 — 0,82 
180° + 0,960 3,840 + 164,4° — 3,70 + 1,03 — 1,03 
210° --+ 0,769 2,991 — 164,1° — 2,88 — 0,82 — 0,73 
940° Alle 0,238 0,852 — 130,9° — 0,56 — 0,64 —= 0,16 
210? — 0,254 0,859 + 86,1° + 0,06 -+ 0,86 + 0,06 
300° — 0,312 0,930 | + 131,8° — 0,62 + 0,69 — 0,19 
330° — 0,105 0,363 i eae 175,09 — 0,36 + 0,03 —0,15 


Tabelle 11. Beispiel 5c 


Damit ergeben sich fir die resultierenden Gesamtkrafte und das Gesamtmoment der behandelten 
Voith-Schneider-Propeller folgende Werte (Mittelwerte der drei bzw. zwei aus den Tabellen be- 


rechenbaren Propellerstellungen 0, 7/6 und 7/3 bzw. 0 und 7/6): 


Beispiel 5a: K{?) = —5,920u2R, KO =—1,060W2R, KY) =6,01o WR, 
Richtung: Bx = — 169,9°, M“” = — 1,62 9 uf R?. 
Beispiel 5b: KY) = —6,0lougR, ke =—0,970WR, KY = 6,090 wR, 
Richtung: By = — 170,8°, M”) = — 1,700 uj R?, 
Beispiel 5c: K‘) = — 6,440 ug R, Ry =—1520uR, K”) = 6,620 ZR, 
Richtung: By = — 166,7°, M“) = — 1,500 uj R?, 
Beispiel 4a: KY = — 6,660 ug R, he =—1,99oW8R, K)—6,950uZR, 
Richtung: By = — 163,4°, M®) = — 1,85 0 uj R?. 


Bei der Berechnung des Wirkungsgrades ist die effektive Fortschrittsgeschwindigkeit des Pro- 
pellers gegeniiber dem umgebenden Wasser (d. h. unter Beriicksichtigung des vom Schiffskérper 
hervorgerufenen Nachstromes) einzusetzen. Wir haben somit an Stelle von (LI, 3) 


_K@) wu, (Ul —A) 


M() w 


: 1 
Nun ergibt sich aus (6), (7) folgende mittlere Nachstromziffer A = mi (A, + A,): 


Beispiel 5a: A = 0,243 , 
Beispiel 5c: A = 0,379 , 


Beispiel 5b: A = 0,247 , 
Beispiel 4a: A = 0,243 . 


e 


(35) 
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Und damit erhalten wir nach (35) folgende Wirkungsgrade: 
Beispiel 5a: 7 = 0,70 , Beispiel 5b: 7 = 0,67 , 
Beispiel 5c: 7 = 0,68 , Beispiel 4a: 7 = 0,71 . 


In Abb. 3, 4, 5, 6 sind die Zirkulationsverteilungen der behandelten Beispiele dargestellt; zum 
Vergleich ist die Zirkulationsverteilung der entsprechenden freifahrenden Propeller aus Arbeit IT 


qT 


ot 


M6 m3 ae 2nf7 Fae 4 70/6 4P safe 52/3 Mnfb6 20 


Abb, 3. Beispiel 5a: Zirkulationsverteilung I (glatt); und zum Vergleich die Zirkulationsverteilung des freifahrenden Propellers 
Beispiel 5 (gestrichelt). 


IL 
1/6 0/3 We 27/7 Sib yA 70/6 YAP Sale Sal? tale en 


Abb. 4, Beispiel 5b: Zirkulationsverteilung I (glatt); und zum Vergleich die Zirkulationsverteilung des freifahrenden Propellers 
Beispiel 5 (gestrichelt), 


gestrichelt eingezeichnet. Streng genommen ist ein solcher Vergleich nicht méglich, denn durch das 
Einbringen des Schiffsrumpfes verringert sich der effektive Fortschrittsgrad des Propellers um den 
Faktor (1 — A), betragt also nur noch (u)/Rq@) (1 —A). 


Vielfach wird deshalb auch bei Anwesenheit eines Schiffsrumpfes der Propeller als ,,freifahrend“ 
berechnet, jedoch mit dem effektiven Fortschrittsgrad (u)/Rw) (1 — A) unter Beriicksichtigung des 
mittleren Nachstromes. 
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Kine iiberschlagige Abschatzung zeigt!, daB bei den Propellern der Beispiele 4 und 5 (Arbeit IT) 
die Berechnung ,,freifahrend“, aber mit dem effektiven Fortschrittsgrad unter Beriicksichtigung des 
Nachstromes folgende Steigerung der resultierenden Vortriebskraft K(?) geben wiirde: 

Bei NachstromzifferA = 0,25: Kraftsteigerung ~ 25%, 

bei Nachstromziffer A = 0,38: Kraftsteigerung ~ 38°, 


Je 


ae we wf? wa en 6u6 Tae 4n aaj? baja tole 20 


Abb. 5. Beispiel 5c: Zirkulationsverteilung I (glatt); und zum Vergleich die Zirkulationsverteilung des freifahrenden Propellers 
Beispiel 5 (gestrichelt). 


gi 


aot 


Sd we as ane en sale) tl (6 kale «Gala Sfs Nao, 2a 


Abb. 6. Beispiel 4a: Zirkulationsverteilung I (glatt); und zum Vergleich die Zirkulationsverteilung des freifahrenden Propellers 
Beispiel 4 (gestrichelt). 


1 Man kann etwa so rechnen: Fiir die GroéBe von J’ ist der Hauptanteil [(w R/up) (r¢/R) — 1] uy der linken 
Seite der entsprechenden Integralgleichung maBgebend. Die Verkleinerung des Fortschrittgrades um den 
Faktor 1 — A gegeniiber einer bereits vorliegenden Vergleichsrechnung vergroBert J” etwa um den Faktor 


Res 1] u—4) ‘ 
ec Se | le Pe ere 
oR), TToRn 
ie R 0 mao 
Dann vergréfert sich auch die resultierende Vortriebskraft K(?) um den gleichen Faktor da bei der resultieren- 
den Geschwindigkeit w der unverandert bleibende Anteil der Umfangsgeschwindigkeit tiberwiegt (gemessen 


in den Einheiten 9 u2 R der vorliegenden Vergleichsrechnung). Mit den Beispielen 4 und 5 (Arbeit IT) als Ver- 
gleichsrechnung ergibt sich sofort die behauptete Kraftsteigerung. 
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gegeniiber den Ergebnissen von Beispiel 4 und 5. Wie man erkennt, lieferte unsere Theorie der wirk- 
lichen Beriicksichtigung des Schiffskérpers in den Beispielen 5a, 5b, 5c, 4a fast dieselben Vortriebs- 
krafte. Diese Theorie ist trotzdem nicht iiberfliissig, wie man zundachst vielleicht glauben kénnte. 
Denn es gibt mehrere Schiffsrumpfanordnungen mit gleichen Nachstromziffern (z. B. 5a und 5b), 
deren feinere Unterschiede (vgl. unsere Ergebnisse) mit der Theorie des freifahrenden Propellers 
nicht erfaBt werden kénnen. 

Grundsiatzlich zeigt ein Vergleich der Ergebnisse der Beispiele 5a, 5b, 5c, 4a mit denen der Bei- 
spiele 5 und 4, daB der in Punkt 4 der Arbeit II besprochene Ablenkungseffekt durch den EinfluB des 
Schiffskérpers gréBer geworden und der Gesamtwirkungsgrad des Voith-Schneider-Propellers ge- 


sunken ist. 


7. Zusammenfassung. In der vorliegenden, im Institut fiir Angewandte Mathematik der 
Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin durchgefiihrten Arbeit wird die in den Ar- 
beiten I und IT entwickelte Theorie des freifahrenden Voith-Schneider-Propellers erganzt, indem der 
EinfluB eines vor dem Propeller liegenden Schiffsrumpfes mit beriicksichtigt wird. Die vorliegende 
Theorie fiigt sich organisch in die bisherige der Arbeiten I und II ein; sie wird an einigen Zahlen- 
beispielen erprobt und liefert befriedigende Ergebnisse. 


(Eingegangen am 7. November 1956.) 
Anschrift des Verfassers: Dr.-Ing. habil. W. Isay, Berlin-Dahlem, Schweinfurthstr. 90. 
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Kritische Drehzahlen gewisser Rotorformen unter Beriicksichtigung 
der Kreiselwirkung * 


II. Mitteilung 
Von L. Fehrle 


1. Einleitung. In einer vorhergehenden Arbeit! — im folgenden mit I bezeichnet — wurden 
durch Verallgemeinerung eines von R. Grammel? entwickelten Verfahrens algebraische Gleichungen 
hergeleitet, die die angenaherte Berechnung der kritischen Drehzahlen von endseitig zweifach 
kugelig gelagerten Wellen konstanter Biegesteifigkeit mit kontinuierlicher Scheibenverteilung unter 
Beriicksichtigung der Kreiselwirkung erméglichen. Fiir die damit gewonnenen Naherungslésungen 
sowie die zum Vergleich herangezogenen Ritzschen Liésungen® wurden verschiedene Aussagen ge- 
macht, die z. T. exakt beweisbar sind, z.'T. durch die bei der Durchrechnung verschiedener Beispiele 
gesammelten Erfahrungen ihre Bestatigung fanden. 

Diese in I durchgefiihrten theoretischen Untersuchungen sollen mit der Durchrechnung eines 
Beispiels, fiir das sich wegen seiner verhaltnismaBig einfachen Art die strengen Lésungen angeben 
lassen, ihren AbschluB finden. Hierbei wird auch der weniger interessante Fall der Kreiselwirkung 
bei synchroner Prazession im Gegenlauf behandelt, da sich die in 1 angestellten Uberlegungen auf 
andere Eigenwertprobleme, die vom gleichen Typ sind wie die hier auftretenden, iibertragen lassen. 


2. Die strenge Lésung des Eigenwertproblems. Bei dem als Beispiel* ausgewahlten Rotor handelt 
es sich um eine sogenannte Zweifelderwelle, deren Scheibenverteilung durch 


1 
== = i —- < —— 
0, = 0) = konstantinn =~OSES 5 BS 
wen inB=>SE<1 


(I, Abb. 2) gegeben ist. Die Berechnung der kritischen Drehzahlen dieses Rotors fiir beriicksichtigte 
Kreiselwirkung im Falle synchroner Prazession im Gleichlauf besteht in der exakten Auflésung des 
durch die Differentialgleichungen 


(ais 


1 ” 
Vx ZU OnMn —UOn.N, =9, 
“y — 0 


(1) 


und die Rand- und Ubergangsbedingungen 
nA0) = 2(0) = 9,1) = (1) = 0, (2) 


definierten Eigenwertproblems [I: (17a), (19), (20), (26a)]. Wegeng,, = konst. lauten die allgemeinen 
Lésungen von (1) 


Nn = A, Cof x & + B, Gin ~, € + C, cos x € + D, sin x, ¢ | (4) 
nm = Ai (E—18 + BiA(E—I2+ G(E-N) + Di J 


* Auszug aus der Frankfurter Dissertation. 1. Referent Prof. Dr.-Ing. K. Karas, 2. Referent Prof. Dr. 
R. Moufang. 

1 [.. Fehrle, Ing.-Archiv 24 (1956) S. 111. 

2 R. Grammel, Ing.-Archiv 10 (1939) S. 35. 

3 K. Karas, Die kritischen Drehzahlen wichtiger Rotorformen, Wien 1935. 

4 s, FuBnote 3. 


23) 
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a ers sae, 
mit ae |e Got ne epee | at Gots: 


Ww, = . Lop ue Ox , u= Eigenwert [I: (5)]. 


Die acht Integrationskonstanten 4,,--+, D, sind so zu bestimmen, daB die Lisungen (4) den 
Bedingungen (2) und (3) geniigen. Auf die Wiedergabe dieser Rechnung — sie lauft auf die Auf- 
lésung eines linearen homogenen Gleichungssystems hinaus, dessen verschwindende Koeffizienten- 
determinante eine transzendente Gleichung fiir die gesuchten Eigenwerte darstellt — soll hier ver- 
zichtet und sogleich das Endergebnis angegeben werden: 


ah oon ar oye eee ee 
A = 6 Hy Hy (2 + 262) Co} e cos "+ 24 (x? + x3) Gin * Sn eocats 


(5) 
et bs ; we ede 
+ x2 xy (24 + x7) Sin 3. cos 2 + xm, 2B (24 — x3) Co} oH sin = 0. 

Fir beriicksichtigte Kreiselwirkung im Falle synchroner Prazession im Gegenlauf lauten die 

Differentialgleichungen, Rand- und Ubergangsbedingungen 

3 ” 2 

He += Urn, —UOxnN, = 9, 
: (6) 


ny 05 


nA0) = (0) = 7,01) = mi) = 0, (7) 


[I: (17h), (19), (20), (26b)]. 
Auf dem gleichen Wege wie bei synchroner Prazession im Gleichlauf erhalt man als Endresultat 
ebenfalls Gleichung (5), wobei jetzt x, und x, wie folgt definiert sind: 


/ 


— i a, ae 3 ene 
t= = 5 x + Va wx + u,, He esis w, + 1 wit u,. 


Aus (5) erhalt man sogleich die entsprechende Gleichung fiir unberiicksichtigte Kreiselwirkung, 


40 
wenn man dort (da w, = 0) x, = x, =x Vu, setzt: 


A= 12 +2 Coj = cos + 48 Gin = sin ot 
(9) 


+ x (24 + x?) Gin 5 cos = + x (24 — x?) Cof = 


2 ae 
Die beiden ersten (kleinsten) Wurzeln der Gleichung (9) bzw. (5) sind fiir beliebige Werte 0,, = Qo 
bzw. 0, = 1/3 und g, = 1/10 in den Tabellen des Abschnittes 4 angegeben. - 


3. Naherungsansatz und -gleichungen. Fir die angenaherte Auflésung eines Kigenwertproblems 
ist es vorteilhaft, wenn man von vornherein den ungefahren Verlauf der Eigenfunktionen kennt, da 
damit die an ein Naherungsverfahren gestellte Forderung, ein HéchstmaB an Genauigkeit bei ver- 
haltnismaBig geringer Rechenarbeit zu erreichen, leichter zu erfiillen ist. 

Die p-te Eigenfunktion einer zweifach kugelig gelagerten Welle besitzt p-1 Nullstellen (Knoten) 
zwischen den Lagern, deren Lage von der Massenverteilung abhangig ist. Die Untersuchungen 
dieser Arbeit beschranken sich auf die Ermittlung der beiden ersten Kigenwerte (Grund- und erste 
Oberschwingung) des im Abschnitt 2 genannten Beispiels unter Verwendung eines zweigliedrigen 
Naherungsansatzes [I: S. 118], dessen Funktionen! 


=F — 287. MS TE 108 et 


1 s, FuBnote 3, S. 319. 
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linear unabhangig sind und den geometrischen und dynamischen Randbedingungen 

(0) = (1) = of 0) = ofl) =0,  f=1,2 (10) 
genigen. Beide Funktionen sind, dav; 4 0in0 < € <1, Annaherungen an die erste Eigenfunk- 
tion (Grundschwingung). 

Uber die mit diesem Ansatz fiir beriicksichtigte und unberiicksichtigte Kreiselwirkung aus den 
Gleichungen I (40), (40a), (40b), (43), (43a) und (43b) gewonnenen Lésungen ist folgendes zu sagen, 
wobei zur Abkiirzung das Ritzsche Verfahren! als ,,Fall Ritz‘, das Grammelsche Verfahren? baw. 
dessen in I durchgefiihrte Verallgmeinerung als ,,F all Grammel* bezeichnet werden: 


a) Lineare Gleichungen. Bildet man mit v, bzw. v, den eingliedrigen Ansatz, so lassen sich da- 
mit zwei voneinander unabhangige Naherungen fiir den ersten Eigenwert berechnen: 


: eS F « F. 
Ritz: u,(1) = a A u,(2) -- ae A 
i Uy 
: en Aes (11) 
rammel: u,(1) = Be u,(2) = ‘ 
il 22 


(unberiicksichtigte Kreiselwirkung), wobei die in Klammern stehenden Zahlen darauf hinweisen 
sollen, mit welcher Funktion (v, oder v,) des Ansatzes die Rechnung durchgefiihrt wurde. Es wurden 
hier bewuBt fiir beide Methoden die gleichen Bezeichnungen gewahlt; eine Verwechslung ist jedoch 
ausgeschlossen, da aus den fiir das Beispiel aufgestellten Tabellen (Abschnitt 4) stets hervorgeht, 
nach welchem Verfahren die Lésungen berechnet wurden. Entsprechende Gleichungen erhalt man 
fiir beriicksichtigte Kreiselwirkung, wenn man in (11) Aj durch A* bzw. A** und Bj durch Bf 
bzw. B** ersetzt [I: (38), (41), (41a), (41b)]. 
b) Quadratische Gleichungen: Die dem zweigliedrigen Ansatz entsprechenden Gleichungen 


Ritz: (Fy, — u Aj) (Fo. — u Age) — (Fig —u Ay)? = 0, (12) 
Grammel: (A,, — u B,;) (Ag — u By) — (Ay. — u Byy)? = 0 
(unberiicksichtigte Kreiselwirkung; die entsprechenden Gleichungen fiir beriicksichtigte Kreisel- 
wirkung erhalt man, indem man wieder anstelle von A;;, und B;;, die fiir synchrone Prazession im 
Gleich- bzw. Gegenlauf definierten GréBen einsetzt) liefern die Lésungen 


up (152). ty (1,2), (13) 
von denen die erste eine im allgemeinen gegeniiber (11) verscharfte Annaherung an den ersten 
Eigenwert, die zweite eine erste Naherung fiir den zweiten Eigenwert ist. Da in (12) keiner der 


Linearfaktoren vor den anderen bevorzugt ist, ergibt sich hieraus eine weitere Annaherung an den 
ersten Kigenwert® 


; = F. 
Ritz: u,(g) = ah ; 
(14) 
Grammel: u,(g) = a ; 
12 


Der in Klammern bei u, stehende Buchstabe g (= gemischt) soll zum Ausdruck bringen, daf dieses 
Resultat als Quotient der Glieder mit gemischten Indizes entstanden ist. Gleichung (14) gilt in ent- 
sprechender Form fir beriicksichtigte Kreiselwirkung. 


4. Die angeniherte Auflésung des Eigenwertproblems. Zur Auswertung der Gleichungen (11) 
und (12) sind fiir das in Abschnitt 2 angegebene Beispiel (0,, = 0), 0; = 0) die Gréfen F;,, A;,, und 
K,, (i, k = 1, 2) mit den Funktionen v, und v, des Naherungsansatzes wie folgt zu berechnen: 


1 ; 1/2 Ses 
Mele ,ds, A= 02 [ v.0, dé , Kip = 65 | 07 ae. 
0 0 a 


u 


1 3} 
he ay — | Kis im An Ky, 
(ein Stern soll wieder auf synchrone Prazession im Gleichlauf, zwei Sterne auf synchrone Prazession 


im Gegenlauf hinweisen). 


1 5, FuBnote 3, S. 319. 
2 5, FuBnote 2,8. 319. 
3 s, FuBnote 3,5. 319. 
aay 
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Zur Berechnung der GréBen B;,,, Bi, und Big [I: (41), (41a), (41 b)] sind die nach den Methoden 


der Statik zu bestueeniion Biegemomente Fc hae. 
Fiir unberiicksichtigte Kreiselwirkung ist das zu der in 0< & ls kontinuierlich verteilten 
,Fliehkraftbelastung“ (Abb. 1B oe! 4 
g(é) =08 %() G=12), 
gehérige Biegemoment zu berechnen. Der Index 0 besagt, daB es sich um reine ,,Fliehkraftbela- 
stung“ handelt. Bezeichnet man mit 


das Gewicht und mit s? die Abszisse des Schwerpunktes dieser Belastung, so ergeben sich fiir die 
- Auflagerreaktionen {und BF die 

4] Werte 

a? = GF — a), 


1/2 
Oh Gi Si = Oo dn eee 


Fiir das Biegemoment M; erhalt man 


J ; sodann nach kurzerZwischenrechnung 
Abb. 1. Flichkraftbelastung. die nachstehenden Beziehungen: 
S é 
{| 
1. Feld (0 < jege = : Mz) = 98 E—erE [ s@ dz + 92 [ -4@ de, 
@ a (15) 


2. Feld (z< b< 1 Mi(é) = BY (1 — 2). 


Fiir beriicksichtigte Kreiselwirkung 


ist im Falle synchroner eee im Gleichlauf 


u“ ee 1 
qi (5) = @9 Mls) + |Z Fob) = gO) + ze oy (6) din) OS ea. 
I / . ra 1 
Pry = 7004 (0)inE =a —0, Pi = —qebes(z) fiir a =>, 
im Falle synchroner Prazession im Gegenlauf 
3 wv A oe 
(8 = 8) —Toy(H =G) —Teay( fir 0S E<s, 
3 / . 7 1 
Pye = — 7 0) me a 0 Pit = Zebu (2) firs = 


Zerlegt man diese Belastungen in ihren ,,Fliehkraft‘- und ,,Kreiselmomentenanteil*, so lassen sich 
nach dem Superpositionsprinzip fiir beide getrennt die Biegemomente angeben. Dasjenige fiir reine 
»Fliehkraftbelastung** wurde schon oben [GI. (15)] berechnet, so daB jetzt nur noch das zur Belastung 


1 Ww + 
gi*(2) = {oh of (€) fiir O< E< 4 Gleichlauf) , 


PY, = + of vj(0) fir € = 0, 


1 pif it fs 1 
Pt, == bela] fin & = > 
bzw. : ; 
IG = 7% v; (€) far 0 ao b= oe (Gegenlauf) , 
Py = 70 v;(0) fir & = 0 


(der Index k weist darauf hin, daB es sich um reine »Kreiselmomentenbelastung« handelt) gehérende 
Biegemoment zu berechnen ist. Die Gesamtbelastung (k) im Falle synchroner Prazession im Gegen- 
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lauf geht aus derjenigen fiir synchrone Prazession im Gleichlauf durch Multiplikation mit — 3 her- 


vor. Mit (Abb. 2) 
1/2 
1 ie, 1 rf{1 , 
GP = pak | (6) ae = Fob] (gv), 
0 
1/2 


Nar Gal j eo eal 
é 


wo bei Ausfithrung der Integrationen die Randbedingungen (10) beriicksichtigt wurden, ist fiir 
synchrone Prazession im Gleichlauf 


1 es 1 1 
Oy = Pay ty Phy + Ot — si" Of = Febyj (7); 


Sepak 1 1 
k kk Qk* k 
BF" = sf" G; +4 P= —qeby(]=— YF, 


und weiter nach geringen Umformungen 


1. Feld (0< E< ak MERE) == : 06 


1 1 1 oa 
2. Feld (¢< ge: i : MR =— ohn, (=) (ease), 


Mit den Gleichungen (15) und (16) lassen sich nun abschlieBend die Biegemomente fiir unberiick- 
sichtigte und beriicksichtigte Kreiselwirkung angeben: 
0 R 
M; ars M;*, | 
eK 0 c k 


Nachstehend sind die mit den Pj 
Funktionen des zweigliedrigen An- 
satzes berechneten GréBen 

Fix, EAN Map ae 
und die damit im Fall ,, Ritz‘* bzw. 
Fall Grammel** gewonnenen Nahe- 
rungslésungen sowie die entsprechen- 
den strengen Lésungen der Gleichungen (5) und (9) zusammengestellt. Die angenadherten und 
strengen Lisungen fiir den ersten Eigenwert wurden auf drei Dezimalstellen genau berechnet, die- 
jenigen fiir den zweiten Eigenwert auf ganze Zahlen abgerundet. Fiir alle Naherungslésungen sind 
die prozentualen Abweichungen (in den Tabellen mit P bezeichnet) von den entsprechenden strengen 
Lésungen angegeben. 


** 
ik 


5 


Abb. 2. Kreiselmomentbelastung. 


A. Unberiicksichtigte Kreiselwirkung (0, beliebig). 


eal of - 23391331 


Bre ny Leister Ss) PS ae ae, at 11 13 
02 - 12879 of 1897309 
ie aeos Ai meme Tr Bis = or.3.5-7- 11 13° 
1920 02 - 620941 of: 62 327 539 
aie in Ass = F371? EPS FC Soe mE 
EE EEE 
Naherungslésungen Strenge Lésungen 
u; (- +) 0? | Ritz Psi Grammel P[% u; 0 
dS ee ee ee eee 
u,(1) 0? 195,097 + 4,78 186,300 0,052 u, 02 = 186,203 
u,(g) 02 200,363 + 7,60 186,372 + 0,091 
u,(2) @2 208,975 12-2 186,499 20,16 
1,(1,2) 02 186,822 0,33 186,206 + 0,002 a yate 
iia(1,2) 02 | 11284 15.6 6519 + 1,45 io. = 
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B. Beriicksichtigte Kreiselwirkung (F;;, wie unter A). 


Allgemein gilt fiir beliebiges 0, 
04 6353 
Vien ills 


K. = a Ky. = 


I. 09 = . a) Synchrone Prazession im Gleichlauf. 


e 6+ 9501329 
Al = 9.7" Bi, = 98. 38.5 - 11-13? 


02 - 42073 of - 64854221 


, se 
Al, = p10.32.5.7° Bie = 90.38.7-11-13’ 
¢ 200 15.084 pt — 06: 518797999 
22 ~~ 910.7~11’ 22 9i4. 35.5. 72-11-13 ° 


Naherungslésungen Strenge Lésungen 


us (- +) 0? Ritz Py Grammel P[%] u* e2 

u¥(1) @2 2688 | + 4,49 256,804 — 0,18 uk 92 = 257,257 
u*(g) 02 276,000 + 7,29 256,487 — 0,30 

w¥(2) 03 288.139 +12 255,936 — 0,51 

u*(1,2) 02 258,248 +- 0,39 257,232 — 0,01 

ux(1,2) 02 | (—5447) | _ | (—3839) | — u* 02 = negativ 


b) Synchrone Prazession im Gegenlauf. 


As* — 90° 113 pre — __ 06 233239987 
TES SSS e om? 11 916.34. 52..7-11- 13° 

At® — 00735201 pre — 96+ 226515269 
Lem EE rare 12) 2-39 Gen Wed ale 


04 - 24.066 439 


Ate — 08: 366369 
Me 32772 Msi ge 


* 
WS IN SS eG 6 iil © By = 


Naherungslésungen Strenge Lésungen 


preg 
ui*(1) oF 107,044 + 5,20 102,158 + 0,40 Wa On — LO toe 
ut*(g) 7 109,961 + 8,07 102,401 + 0,64 
ut*(2) 02 114,555 + 12,6 102,795 + 1,03 
u**(1,2) 0? 102,041 + 0,28 101,765 | + 0,01 
a*(1,2) 02 | 1112 + 53,2 743 | 9.34 ux* 02 = 726 
i! ae 3 
TT 05. 10° a) Synchrone Prazession im Gleichlauf. 
* _. 05° 6047 Bt 04 - 794656459 
a 28s 3758s 7 pine a a Sr apne WR 
Pig 0% - 251 227 _ 04» 54149 621417 
1 = GE eoag 2 12 Gale 32. 508.7. 41130 
ue 05 + 60558 709 Bee 06 + 830 225 735 063 
Fe GS oli EE GRU, BI GGE oG Bs MLO © 
Naherungslésungen Strenge Lésungen 
ue (+) 02 Ritz P[%) Grammel Peel u* oF 
ut(1) @5 200,033 + 4,75 191,020 + 0,035 u* 02 = 190,954 
ut(g) 06 205,430 + 7,58 191,073 + 0,062 
ut (2) 06 214,274 + 12,2 191,168 + 0,11 
ut(1,2) e5 191,593 + 0,33 190,954 +0 
u¥(1,2) 02 | 15578 -+ 86,2 8314 — 0,65 ux 02 = 8368 
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b) Synchrone Prazession im Gegenlauf. 


Ate — 00° 6659 Bre — 20° 6746335537 
nu 2232 5O = 7? 1 2538.5). 7-11 13” 
A** — 90° 276639 pre — _ 06° 21880873151 
5 ap EG is INE OTE EE ee Re Ee 


ex 9° 66700273 © 08 - 1005 991 822 607 
22 OER UR GYD mean 920. 33. 54 72 Sal alee 
ee eee eee oes het a 


a 
BS 


Naherungslésungen Strenge Lésungen 
Ue® (- ) ee Ritz Pale Grammel J praia : uke 08 : 
uF*(1) - Q2 181,649 + 4,83 173,444 + 0,096 | u#* 02 = 173, 277 
u¥*(g) - o3 186,559 a2 67 173,563 26.47 
u¥*(2) - 92 194,544 12.3 173,767 + 0,28 
u**(1,2)- 02 | 173,832 + 0,32 173,278 + 0,001 
u**(1,2)- 02 | 6179 + 63,7 3874 +2,65 | ut* 02 = 3774 


Die Diskussion der Ergebnisse ergibt folgendes: Im ,,Fall Ritz‘+ sind die errechneten Naherungs- 
lésungen sowohl fiir unberiicksichtigte als auch fiir beriicksichtigte Kreisclwirkung stets obere 
Schranken; im ,,Fall Grammel* gilt das gleiche fiir unberiicksichtigte Kreiselwirkung und synchrone 
Prazession im Gegenlauf. Bei synchroner Prazession im Gleichlauf dagegen liegen die Wurzeln der 
Naherungsgleichungen z. T. oberhalb, z. T. unterhalb der eutsprechenden strengen Lésungen. 
Alle nach ,,Fall Grammel* erhaltenen Naherungen sind viel genauer als die entsprechenden Ritz- 
schen Lésungen, was ganz besonders bei den Annaherungen fiir den zweiten Eigenwert (erste Ober- 
schwingung) auffallt. Diese gréBere Genauigkeit wurde mit einem gegeniiber dem Ritzschen Ver- 
fahren gréBeren Aufwand an Rechenarbeit erzielt, der jedoch, da im allgemeinen nicht nur die 
Grundschwingung (erster Eigenwert) allein interessiert, durch die sehr gute Konvergenz gerecht- 
fertigt ist. 

AbschlieBend ist zu sagen, da mit den in diesem Abschnitt gewonnenen Resultaten alle in I 
gemachten Aussagen beziiglich Lage und Genauigkeit der Wurzeln der Naherungsgleichungen veri- 
fiziert wurden. 


3. Die Berechnung einer Annéherung an den zweiten Eigenwert mit einem eingliedrigen Ansatz. 
Im allgemeinen ist die Berechnung einer Naherungslésung fiir den zweiten Eigenwert mit einem 
zweigliedrigen Ansatz durchzufiihren. Lediglich im Spezialfall einer beziiglich € = 1/2 symmetri- 
schen Massenverteilung laBt sich eine Annaherung an den zweiten Eigenwert mit einem einglied- 
rigen Ansatz! berechnen, indem man eine solche zulassige Funktion v verwendet, die beziiglich 
€& = 1/2 zentrumsymmetrisch ist und neben den Randbedingungen (10) den weiteren Bedingungen 


8)" : 


geniigt und sonst tiberall in 0 < & < 1 von Null verschieden ist. Wegen der Symmetrie der Massen- 
verteilung besitzt namlich die zweite Eigenfunktion in & = 1/2 einen Knoten mit Wendetangente. 
Eine den vorstehend genannten Bedingungen geniigende Funktion v ist auf Grund der Ausfiih- 
rungen des Abschnittes 3 als Annaherung an die zweite Eigenfunktion anzusprechen. Das damit 
gewonnene Resultat ist erfahrungsgema8 recht genau, was darauf zuriickzufiihren ist, daB v in der 
Wellenmitte £ = 1/2 die fiir die zweite Eigenfunktion (bei symmetrischer Belastung) streng gil- 
tigen Bedingungen (18) erfiillt. 

Es liegt daher nahe, im Falle einer unsymmetrischen Massenverteilung anzunehmen, daf man 
mit einer (nicht notwendig zulassigen) Funktion, deren Nullstelle in 0 << & < 1 ungefahr mit der- 
jenigen der (unbekannten) zweiten Eigenfunktion iibereinstimmt, zu einer Naherungslésung fiir den 
zweiten Eigenwert gelangt. Natiirlich kann man in den wenigsten Fallen eine Aussage tiber die Lage 
dieses Knotens machen. Dennoch ]a8t sich auch bei unsymmetrischer Belastung eine Annaherung 
an die zweite Eigenfunktion angeben, mit der, wie die Durchrechnung verschiedener Beispiele ge- 
zeigt hat, eine recht brauchbare Naherungslésung fiir den zweiten Kigenwert gewonnen werden 
kann. Der dabei einzuschlagende Weg wird hier zunachst fiir unberiicksichtigte Kreiselwirkung 
kurz skizziert und anschlieBend auf das in dieser Arbeit behandelte Beispiel angewandt. 


1 5, FuBnote 3, S. 319. 
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Ist f(€) eine Funktion, die die geometrischen (und eventuell auch die dynamischen) Randbe- 


dingungen des vorliegenden Eigenwertproblems erfiillt, so 1aBt sich die zur ,,Fliehkraftbelastung< — 


q(€) = 0?(€) f(€) gehorige Wellenauslenkung v(&) aus der Gleichung 


(8) = J K(E, 1) 00) fle) dr | (19) 


bzw. durch Auflésen des Randwertproblems 


wi(2) = (6) F(E) » 


00) <=v(1) = 0" (0) = (1) (20) 


ermitteln. Bei Mehrfelderproblemen treten zu den in (20) genannten Randbedingungen die Uber- 
gangsbedingungen an den Feldgrenzen, die die Stetigkeit der Funktion v und ihrer Ableitungen bis 
zur dritten Ordnung verlangen. 

FaBt man diese Gleichungen als Iterationsvorschrift auf [(19) ist zu (20) Aquivalent] und setzt 


F(E, 0) =a8(2)(E—9), s(0)=g)=9, gf) AO fr O< F<, 


so ist die nach (19) oder (20) errechnete Funktion v von & und 6 abhangig. Der Parameter 6 wird 
nun nachtraglich so bestimmt, daB die Ausgangsfunktion f(&, 6) sowie die durch Iteration ent- 
standene Funktion v(€, 0) die gleiche Nullstelle in 0 < &,6 < 1 besitzen. Mit den auf diese Weise 
eindeutig bestimmten Funktionen berechnet man 


= 1 =e 1 
A=[orfde, B=forfede. 
0 0 
Es werden hier iiberstrichene GréBen eingefiihrt, um eine Verwechslung mit den friiher fiir zulassige 


Funktionen definierten Gréfen A;, und B;;, auszuschlieBen. Die zu (11) analoge Lésung der line- 
aren Gleichung 


“a A 
ist sodann die gesuchte Naherungslésung fiir den zweiten Eigenwert. 
Fiir das in den vorhergehenden Abschnitten behandelte Beispiel mit 
gpim x-Feld, 0S EX—, 
e(f) = ; 
0 im /-Feld, me os il. 
lautet die mit der Funktion 
Fiche ee ne (22) 
F(0) =f) =f) =0, 


[f erfiillt nur die geometrischen Randbedingungen] gebildete zugehdrige »tliehkraftbelastung* 


ef (é.0) fir OS ESS, 


0 fiir : 


cals 


Die zu q(§, 0) gehérige Wellenauslenkung erhalt man entweder gemaB Gleichung (20) durch Auf- 
lésung der Randwertaufgabe 


vn (&, 0) = of (&, 5) » 
v(é, 0) 0 P) 
V4(§ = 050) =o, (£ — 0, 0) t, (E ==pl 0) 0), (Sina 1, O) 0). 


mit den Ubergangshedingungen 


vo) (E= 78) =o (F = 7,0) GAO 13.3) 
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oder — was zwar auf dasselbe hinauslauft, hier aber kiirzer ist, da bereits fertige Formeln vorliegen — 


durch Auflésung der Randwertaufgabe 


vy, (€, 0) i A &> 0) P) 
vi (&, 0) = M,(é, 6) ’ 
ve == 0,0) =v, (6 = 15.0) =.0, 


a) (s =78)=o (f= 7,9) (j = 9,1), 


wobei sich M,(&, 6) und M,(&, 6) nach den Gleichungen (15) berechnen lassen; man hat dort nur v;(é) 


. a . J 
durch f(&, 6) zu ersetzen. Da die Ausfiihrung dieser Rechnung keinerlei Schwierigkeiten bereitet, 


wird sie tibergangen und sofort das Endergebnis angegeben: 


CAS, 0) = FEE ae [96 &? — 224 & (1 + 6) + 672 £5 — 14 & (— 16 + 556) + 
Pie G—125 371 0)] 


(8,0) = sph [14 & (9 + 25.6) 4+ 42 (9 — 25.8) + 


ae (272 749.6) = (20 — 49 0) |. 


Schreibt man abkiirzend 


v,(E, 8) = 59s Pl, 8), 


Bie) 062" — 994 £6 (1 4 0) © 672 6 — 14 8 (16 £55 6) & E(— 195 £3718), 
so haben die Funktionen f(€, 6) und v,(&, 6) die gleiche Nullstelle fiir ein der Gleichung 
P(6, 6) = 6 (— 128 6% + 448 6° — 770 63 + 224 6? + 371 6 — 125) = 6 P’'(d) = 0 
geniigendes 6. Daf die Komponente v;(é, 6) im Bereich = < &,6 < 1 keine Nullstelle besitzt, ist 


durch Rechnung leicht festzustellen; auf Grund der vorliegenden Massenverteilung ist von vorn- 
herein zu erwarten, daB der Knoten im x-Feld liegt. Aus den Funktionswerten 


P’(6 = 0,344.95) = — 0,00251 , 
P’(6 = 0,34496) = + 0,00027 
ist zu ersehen, daB das gesuchte 6 zwischen 0,344.95 und 0,344.96 liegt. 


Die fiir die Ermittlung von a, nach Gleichung (21) bendtigten GréBen A und B errechnen sich zu 


1/2 A 
vis oi | FE, d) dé = 5, £9, (29 — 154.6 + 224.6%), 
0 
1/2 1/2 1 
B = 65 | flE 9) 20,0) dE = | ME, 0) a8 + [ Mate. a) ag 
0 0 1/2 
G0 (27250 — 157630 5 + 228580 62) . 


7 PBF ast Tail 
Fiir den der Nullstelle am nachsten liegenden Wert 6 = 0,344.96 fiihrt die lineare Gleichung 
Ab 0 
auf die Lésung 
if, v) 0, = 6 409. 


Diese Lésung ist eine sehr gute Annaherung an den zweiten Higenwert; sie liegt um 0,67% tiber der 
strengen Lésung u, 0? = 6426 und ist noch genauer als die mit dem zweigliedrigen Ansatz gewon- 


nene Grammelsche Losung i,(1, 2) of = 6519 (+ 1,45%). 


328 Fehrle: Kritische Drehzahlen gewisser Rotorformen usw. Ingenieur-Archiv 


Fiir beriicksichtigte Kreiselwirkung im Falle synchroner Prazession im Gleichlauf mit @9 = 1/10 
ist gemaB Iterationsvorschrift die zur Belastung 


g*(E,0) = of (68) + eke a 
Pt) = 0bf’ (E=0,6) fiir =a =0, 
1 


oe 
gehérige Wellenauslenkung 
(ENO) sium, Oe ee, 
0*(E,8) = 


aufzusuchen. ZweckmaBigerweise verwendet man hierzu die Biegemomente M7(&, 6) und Mi(&, 6), 
die sich aus (15) und (16) nach (17) zusammensetzen. Durch Auflésung der Re Fae 


2 (&,0) = — Mz, 6), 


( 
vi’ (&, 6) = — Mi(é, 6) , 
vt (E mee é)=0, 


u(E=> 770) = ot (f= 7,4), 
Mus yewic as 


lassen sich die gesuchten Funktionen v%(&, 6) und v7(&, 6) angeben: 


Vy, 


v¥(E, 6) = sp —gebee > [9600 £7 — 22.400 £ (1 + 6) + 336 £5 (3 + 2006) — 1680 (1 +8) — 
— 140 £ (— 163 + 5326) + &(— 12269 + 36155 6)] , 
vt(E, 0) = sa —gebes > [140 & (— 87 + 244 6) — 420 (87 4 2448) + 


+ & (— 26234 + 73115 6) + (1874 — 4795 6)]. 
Mit 


2 
vn(&, 0) = segs P(E, 8)» 


P(é, 0) = 9600 &7 — 22400 £* (1 + 6) + 336 & (3 + 2006) — 1680 & (1 + 6) — 
— 140 & (— 163+ 532 6) + & (— 12269 + 361556), 
haben f(€, 0) und v}(&, 6) die gleiche Nullstelle fiir einen der Gleichung 
P(6, 6) = — 6 [12800 6° — 44800 6° + 672 64 + 76160 6% — 22800 62 — 
— 36155 6 + 12269] = —6 P’(6) = 0 
geniigenden Wert 6. Auch hier ist, wie leicht nachzupriifen ist, vj(&, 6) 4 0 in a SS 670 <a le Disnst 
P’ (6 = 0,34577) = + 0,24187, 
P’ (6 = 0,345 78) = — 0,03123 , 
d.h. die gesuchte Nullstelle liegt zwischen 6 = 0,34577 und 6 = 0,34578. Die Berechnung der 


GréBen A* und B* nach den bekannten Gleichungen 
1/2 1/2 
= 05 [PE 0) dé —Fes | [HE 9) aE, 
i) 0 
1/2 
ie ie yas + [ mets,o) a 


1/2 
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ergibt 
02 
= 9073 gary (2781 — 150506 + 21840 0%) , 


— x oe 
B® = sar Tq (12997340 — 75 106559 5 + 108683 036 6%) . 


Aus der linearen Gleichung 
A* —i B* =0 
erhalt man mit 6 = 0,345 78 die Naherungslésung 
Rf. 8.) Os =— 0.003. 


Auch hierbei handelt es sich um eine sehr gute Annaherung an den zweiten Eigenwert, die von der 


strengen Lésung uf 07 = 8 368 um — 0,78% abweicht und etwas weniger genau ist als die mit dem 
zweigliedrigen Ansatz berechnete Grammelsche Lésung a* (1, 2) 0? = 8314 (—0,65%) . 


6. Zusammenfassung. Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, mit der Durchrechnung eines 
Zahlenbeispiels die Brauchbarkeit der in I hergeleiteten Gleichungen fiir die angenaherte Berech- 
nung kritischer Drehzahlen von Wellen mit kontinuierlicher Scheibenverteilung unter Beriick- 
sichtigung der Kreiselwirkung zu zeigen und an Hand der damit gewonnenen Resultate die dort be- 
ziiglich Genauigkeit und Konvergenz gemachten Aussagen zu bestatigen. Ferner wurde der Ver- 
such gemacht, die Berechnung einer brauchbaren Naherungslésung fiir den zweiten Eigenwert 
(erste Oberschwingung) mit einem eingliedrigen Ansatz durchzufihren. Die hierzu angestellten 
Uberlegungen fiihren auf eine Iterationsvorschrift, mit der sich die Lage des Knotens einer An- 
naherung an die zweite Eigenfunktion so bestimmen laBt, daB die mit der durch Iteration erhaltenen 
Funktion durchgefiihrte Rechnung ein durchaus befriedigendes Ergebnis liefert. 


(Eingegangen am 14, November 1956.) 
Anschrift des Verfassers: Dr. Ludwig Fehrle, Miilheim (Ruhr), Dickswall 2b 
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Nichtstationire Warmespannungen in ausgemauerten Behaltern und die 
Berechnung der Ausmauerung an Hand eines Temperatur-Schaubildes * 


Von H. D. Baehr 


1. Das Ausmauerungsproblem. Stahlerne Behalter und Apparate, in denen Saéuren oder Laugen 
verarbeitet werden, erhalten oft eine Auskleidung durch keramische Steine, um den Mantel vor 
Korrosionen zu schiitzen. Zur Verbindung der Mauersteine untereinander und mit dem Eisenmantel 
werden besondere Kitte verwendet. Die Ausmauerung ist zeitlich wechselnden Temperaturen und 
Druckbeanspruchungen unterworfen; bei nicht sachgemaBer Ausmauerung sind daher oft Schaden 
aufgetreten, sei es da sich Mauerwerk und Hisenmantel voneinander lésten, sei es da das Mauer- 
werk durch das Auftreten zu hoher Zugbeanspruchungen undicht wurde, oder da8 die Mantelbean- 
spruchung des Behalters unzulassig gro8 wurde, was zu Explosionen z. B. bei Zellstoffkochern fihrte. 

Beim Anheizen eines ausgemauerten Behalters entsteht ein radiales Temperaturgefalle von 
innen nach auBen. Das Mauerwerk und der Eisenmantel dehnen sich infolge der Temperaturer- 
héhung aus. Obwohl im allgemeinen die Warmedehnzahl f,,, des Mauerwerks kleiner als die Warme- 
dehnzahl f, des Eisens ist, dehnt sich das Mauerwerk zuniachst mehr als der Kisenmantel. Die Tem- 
peraturerhéhung des Mauerwerks ist namlich gréBer als die des Kisenmantels. Es entsteht so zwi- 
schen Eisenmantel und Mauerwerk ein immer starker werdender AnpreBdruck, der wahrend des 
Anheizens einen Héchstwert annimmt, dann aber wieder absinkt, wenn namlich der Eisenmantel 
weiter erwarmt ist und sich ebenfalls geniigend dehnt. Wahrend des Anheizens besteht somit die. 
Gefahr, daB im Behaltermantel unzulassig hohe Zugbeanspruchungen auftreten. 

Nahert sich der Anheizvorgang dem stationaéren Endzustand, so laBt der AnpreBdruck nach, 
weil sich der Eisenmantel rascher erwarmt als das Mauerwerk, sich somit auch starker dehnt. Hier 
beginnt nun die Gefahr, daB sich das Mauerwerk vom Eisenmantel ablést, weil wegen der gréBeren 
Warmedehnzahl f, > £,, die Dehnung des Eisenmantels gréBer als die der Ausmauerung werden 
kann, obwohl die Eisenmanteltemperatur tiefer liegt als die der Ausmauerung. Diese Gefahr des 
Ablésens ist noch gréBer beim Abkiihlen des Behalters. Hier sinkt zunachst die Mauertemperatur, 
wahrend die Eisenmanteltemperatur beim Beginn der Abkiihlung fast konstant bleibt. Somit zieht 
sich das Mauerwerk zusammen und kann sich vom Eisenmantel, der praktisch unverandert stehen 
bleibt, ablésen. 

Kine weitere Schwierigkeit entsteht dadurch, daB das Mauerwerk keine Zugspannungen auf- 
nehmen kann. Durch den inneren Uberdruck und durch ein radiales Temperaturgefalle von innen 
nach auBen entstehen jedoch im Mauerwerk Zugspannungen, die um so gréfer sind, je gréBer das 
Temperaturgefalle ist. . 

Bei der Ausmauerung eines Behalters miissen also drei Forderungen unbedingt beriicksichtigt 
werden: 


1. Die Ausmauerung darf sich nicht vom Eisenmantel ablésen. 

2. Im Mauerwerk diirfen keine Zugspannungen auftreten. 

3. Die Mantelbeanspruchung darf nicht unzulassig hoch werden. 

Um die beiden ersten Forderungen zu erfiillen, erteilt man dem Mauerwerk eine Druckvor- 
spannung, indem man zur Ausmauerung quellenden Kitt verwendet. Hierdurch erreicht man be- 
reits im kalten Zustand eine Pressung zwischen Mauerwerk und Eisenmantel, wodurch im Mauer- 
werk eine Druckspannung entsteht, welche die Zugspannungen, die dann infolge der Erwarmung und 
des Innendrucks auftreten, unterdriickt. Allerdings wird hierdurch die Mantelspannung vergréBert, 
so daf} die Gefahr besteht, Bedingung 3 zu verletzen. 

Auch durch eine geniigend groBe Dicke der Ausmauerung laBt sich die Ablésung des Mauerwerks 
verhindern. Durch die dickere Ausmauerung wird der Temperaturunterschied zwischen mittlerer 
Mauerwerkstemperatur und Eisenmanteltemperatur vergréBert. Die kleinere Warmedehnzahl des 
Mauerwerks wird durch die héhere Mauerwerkstemperatur kompensiert, die Dehnung des Eisen- 
mantels ausgeglichen und somit die Ablésung verhindert. 

Andererseits hat die Zunahme der Ausmauerungsstiarke vergréRerte Beanspruchung des Mantels 
zur Folge, weswegen von diesem Gesichtspunkt aus kleinere Mauerstarken giinstiger waren. Die 


* Ein Teil der von der Fakultat fiir Maschinenwesen der Technischen Hochschule Karlsruhe genehmigten 
Habilitationsschrift des Verfassers. 
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Mantelbeanspruchung kénnte natiirlich durch eine geniigend groBe Kisenmanteldicke in ertrig- 
lichen Grenzen gehalten werden. Aus wirtschaftlichen Griinden wird man jedoch kleine Eisen- 
mantelstarken anstreben. 

Die obengenannten Forderungen geben somit obere und untere Grenzen fiir die Wandstarken: 
die Aufgabe des Konstrukteurs besteht darin, die giinstigsten Verhaltnisse zu wahlen. Diese Auf- 
gabe wird hier durch folgende Umstinde erschwert. 

Der Temperaturverlauf beim Anheizen und Abkiihlen kann sehr verschiedenartig sein. Man muB 
~ daher eine grof8e Zahl von Variablen beriicksichtigen. Der Temperaturverlauf hangt auch von der 
Ausmauerungsdicke ab: das thermische Problem und das Festigkeitsproblem beeinflussen sich also 
gegenseitig. SchlieBlich sind die Stoffwerte der Ausmauerung, die in die Rechnung eingehen, wie 
Elastizitatsmodul, Warmedehnzahl, Warmeleitzahl, Temperaturleitzahl und die Quellung der Kitte 
sehr schwankend und nicht eindeutig definiert, da das Mauerwerk 
einen aus hinter- und nebeneinander geschalteten Elementen be- 
stehenden Verbundkérper darstellt. Hierauf wurde kiirzlich be- 
sonders hingewiesen !. 

Andererseits erlauben diese Unsicherheiten auch Vereinfachungen 
in der theoretischen Untersuchung. Bei der Berechnung einer Aus- 
mauerung besteht schlieBlich noch eine gewisse Freiheit in der end- 
giiltigen Wahl der Abmessungen. 

Die Berechnung ausgemauerter Behalter hat sich bisher auf den 
stationaren Betriebszustand beschrankt. Hier liegen Untersuchungen 
von W. Matz? fiir zylinderférmige und von U. Troltenier® fiir kugel- 
formige Behalter vor. Anheiz- und Abkiihlvorgange bei ausgemauer- 
ten Zellstoffkochern hat E. Kirschbaum‘ durch Temperaturmessun- 


ee 
\) 


_ Ay 
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gen in der Ausmauerung verfolgt, bei der Spannungsuntersuchung 7, SJ 
sich jedoch auf die Berechnung der Mantelbeanspruchung beschrankt. Se, TTI 
LLN, 


Ein auf Zellstoffkocher zugeschnittenes Verfahren zur Berechnung 
der Ausmauerung wurde kiirzlich vom Verfasser entwickelt®; es 
stellt einen Sonderfall der hier behandelten allgemeinen Betrach- 
tungen dar. 

Im folgenden beschrinken wir uns auf ausgemauerte zylinder- 
férmige Behalter, die von innen beheizt werden, vgl. Abb. 1. Hier- 
bei wird angenommen, da sich auch das Mauerwerk wie ein 
Hookescher Kérper verhalt. Die etwas verwickelten Beziehungen 
dieses gekoppelten nichtstationaéren Warmedurchgangs- und Warme- 
spannungsproblems werden in einfacher Weise in einem 'Temperatur- 
Schaubild dargestellt. Mit dessen Hilfe kann auch erstmals die Neu- bh neers Bekele 
berechnung einer Ausmauerung unter Beriicksichtigung der Anheiz- (schematisch). 
und Abkihlvorginge vorgenommen werden. 


2. Dehnungen und Spannungen. a) Dehnungen und Spannungen in einem Hohlzy- 
linder unter Druck und unter der Wirkung eines radialen Temperaturgefalles. 
Um zu einer Theorie des ausgemauerten Behalters zu gelangen, mu man das elastische Verhalten 
eines Hohlzylinders unter Druck und bei einer vorgeschriebenen Temperaturverteilung kennen. 
Der Spannungszustand in einem Zylinder unter Innen- und AuBendruck ist seit langem bekannt; 
ebenso die Dehnungen und Spannungen infolge eines radialen Temperaturgefalles®. Kiirzlich hat 
R. Trostel? die instationaren Warmespannungen in sehr allgemeiner Weise behandelt, was jedoch 
auf verwickelte und nur schwierig anzuwendende Beziehungen fihrte. 

Um zu einer praktisch geniigend genauen, aber einfachen Naherungslésung zu gelangen, wollen 
wir verschiedene Vereinfachungen vornehmen, die im Hinblick auf die Unsicherheiten in den 
Materialeigenschaften der Ausmauerung und in den Warmeiibertragungsverhaltnissen durchaus 
gerechtfertigt erscheinen: 


1 14, Dechema — Kolloquium. Chemie-Ing.-Techn. 27 (1955) S. 218. 

2 W. Matz, Berechnung der Ausmauerung stahlerner GefaBe. Berlin/Gottingen/Heidelberg: Springer 1953. 
Die Ergebnisse dieser Untersuchung sind leider durch einige Irrtiimer entstellt. 

3 U. Troltenier, Chemie-Ing.-Techn. 26 (1954) S. 281. 

4 E. Kirschbaum, Dechema-Monograph. 23 (1954) S. 7. 

5 H. D. Baehr, Allg. Warmetechnik 7 (1956) S. 49. 

6 R. Lorenz, Z. VDI 51 (1907) S. 743. 

7 R. Trostel, Ing.-Archiv 24 (1956) S. 1. 
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1. Die Temperaturen hangen (auBer von der Zeit 7) nur von der radialen Koordinate r, jedoch 
nicht von y und z ab. 

2. Wir beschranken uns darauf, den mittleren Teil eines langen Zylinders zu betrachten, und 
beriicksichtigen nicht die verwickelten Randspannungszustande an den Enden. 

3. Die Dicke 6 =r, —r; des Zylinders sei klein gegeniiber dem mittleren Halbmesser r,,, so 
daB GréBen der Ordnung d/r,, gegeniiber 1 zu vernachlassigen sind. 

Unter den Voraussetzungen 1. und 2. gelten fiir die Warmespannungen die Beziehungen! 


ot) — pete i pose ie )] fete) _ | Hr, T) r | Py 
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of) = PF (9,.(c) — lr, 2]. | 


Dabei sind EF der Elastizitatsmodul, » die Querdehnzahl und f die Warmedehnzahl des Materials; 
@ = Br, t) ist die Ubertemperatur iiber die Temperatur # = 0, bei der keine Warmespannungen 
im Zylinder vorhanden sind; #,,, ist die mittlere Temperatur 


8,,(t) = 


Z | Hr, t) r dr (2) 
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des Zylinders. 
Fir r =r, und r =r, ist of =0, so da die Mantelflachen spannungsfrei sind; dagegen 
bilden die achsialen Warmespannungen nur ein Gleichgewichtssystem in dem Sinne, daB 


Ta 
for dr =0 
" 
ist. Wegen des Randspannungszustandes vergleiche man die Ausfiihrungen bei Trostel. 

Verlangen wir, daB auf der inneren Mantelflache der Druck p;, auf der 4uBeren der Druck p, 
lastet und da in achsialer Richtung der Druck p, wirkt, so ist dem Warmespannungszustand nach (1) 
in bekannter Weise ein Spannungszustand infolge der Druckbelastung zu iiberlagern. Fiir die uns 
hier am meisten interessierenden Spannungen an den Radien r; und r, — dort treten die Spannungs- 
spitzen auf — erhalt man unter Anwendung der Voraussetzung 3.: 


6,(r;) =— p;» 
ofr) =X Eat) — Me» 2) — (Pa—P) "2 sf 
o,(r,) =~” (8,2) — Or» 2)] — p, 

und 
alr.) =P > 
ola) = 7 [Pn(t) — Orr T)] — (pa — Ps) is 
ofr) = =” [8,(2) — Or D1 — Py 


Die Verschiebungen 0) und ¢™), die ein Punkt, der im lastfreien und kalten Zustand die Ko- 
ordinaten r und z hatte, infolge der Temperaturerhéhung allein erfahrt, ergeben sich nach Trostel zu 


(2). = 118 ie=s3 ri\3) Oi wr 
a =eAay | al ee ! | Mera (5) 


und 


Oe (6) 
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* Vgl. R. Trostel a. a. O. S. 21. Die Gl. (1) sind gegeniiber den Gl. (141) von Trostel etwas umgeformt. 
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wobei fiir a 0 willkirlich € = 0 gesetzt wurde. Uberlagert man diesen Verschiebungen noch die- 
jenigen, die infolge der Druckbeanspruchung entstehen, so ergibt sich fiir r = r, undr =r, 


ori) Tm | YPz _ Q(ra) 
Ti B v. (Pa Pi) OE + E aid Tae (7) 
und ferner 
G Tm z 
= =B On + (Pa—P) s¢ — er (8) 


Um die Spannungen und Verschiebungen fiir r = r; und r = r, zu berechnen, ist also nur die 
Kenntnis von drei Temperaturen, Mr;, 7), (r,, 7) und J,,(t) erforderlich. Diese miissen in ihrer 
zeitlichen Abhangigkeit aus der Untersuchung der Warmedurchgangsverhaltnisse gewonnen werden. 


b) Dehnungen und Spannungen im ausgemauerten Behalter. Ein stahlerner Be- 
halter mit dem Innenhalbmesser ry wird bei einer bestimmten Temperatur t,, der Ausmauerungs- 
temperatur, mit einer Mauerwerksschicht der Dicke 6,, ausgekleidet (Abb. 2). Dies geschieht unter 
Verwendung eines quellenden Kittes, so daB sich alle Langen- 
dimensionen des Mauerwerks infolge der Kittquellung um den 
Faktor (1 + q) vergréBern wiirden, kénnte sich das Mauer- 
werk ungehindert ausdehnen. Das Quellungsmaf q, kurz als 
Kittquellung bezeichnet, liegt dabei in der GréBenordnung von 
etwa q = 3- 10-4, 1a4Bt sich aber in weiten Grenzen variieren!. 

Da das Mauerwerk vom Eisenmantel behindert wird, ent- 
steht zwischen Mauerwerk und Eisenmantel ein in radialer 
Richtung wirkender AnpreBdruck p. In achsialer Richtung 
entsteht im Mauerwerk ein Druck p,,, im Eisenmantel ein 
Zug —p, (p, als Druck positiv gerechnet). Durch einen 
Schnitt normal zur Achse des Behalters erhalt man die Gleich- Abb. 2. Ausgemauerter Behiilter; Bezeichnungen. 
gewichtsbedingung 


Pigg Cade Pa lg a — Orn) | 1 Pe to Op — Gl = O- 
Hierbei ist p; der Innendruck im Behalter und 6, die Dicke des Eisenmantels. Wir wollen im fol- 


genden wieder sowohl 0, als auch 6,, als klein gegeniiber ry ansehen und r, als einen fiir Mauerwerk 
und Eisenmantel gemeinsamen mittleren Radius benutzen. Dann folgt 


gl err wa geea lm ee 

Dies ist die einzige statische Gleichung, die sich fiir den Behalter anschreiben laBt. Somit sind p 
und p,, zwei statisch unbestimmte Gréfen, die aus dem elastischen Verhalten berechnet werden 
miissen. Der Mauerwerkszylinder erfahrt dabei Dehnungen infolge der Kittquellung q, der Tempe- 
raturerhéhung iiber die Ausmauerungstemperatur t,, des Innendrucks p;, des Anprefidrucks p, 
der fiir das Mauerwerk ein auBerer Druck ist, und durch den Druck p,,. Der Mantel dehnt sich in- 
folge der Temperaturerhéhung, des Zuges (— p,) und des Anprefsdrucks p, der fiir den Mantel ein 
innerer Druck ist. 

Fiir die Verschiebung des auferen Mauerwerkshalbmessers ry erhalt man daher unter Benutzung 


von (7) 


I ee (9) 


Gate) = 9 + Be (ty — ta) — (PP) ig (10a) 


To 
dagegen fiir die Verschiebung der Punkte des inneren Eisenmantelhalbmessers ro 


Qe(ro) Palo Ve Pe 

ae — B. (t, t4) E. Oe E. ¢ (10b) 
Dabei wurden die Stoffwerte des Mauerwerks mit dem Index m, die Stoffwerte des Eisenmantels mit 
dem Index e versehen. t,, bedeutet die mittlere Mauerwerkstemperatur nach (2), t, die Temperatur 
des Eisenmantels. Fiir die Verschiebungen in achsialer Richtung erhalt man 


= = q+ Bm (tm — ta) + Ym (P — Pi) eae (11a) 
und 
EB, (t,—t4) ——"sPe_Fe (11b) 


E. 0¢ Ee 


1 Siehe FuBnoten 1 und 2 von S. 331. 
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Die Bedingungen 

Gro) _ Golo) und Sao Se (12) 
Y9 Yo z 
liefern zwei lineare Gleichungen fiir p und p,, mit den Lésungen 
Ez 6,/r pir 

a ae bm) 1 aPa tne aap aa E25, kyl, (13) 
ate pe Wy 2 bey Ue Cal En Om) a 
De eek ee) (14) 


Hierbei ist 

(ip = ete und — wee = (15) 
l—vr, . 

gesetzt. 

Die GréBen k, und ky sind Ausdriicke, die sich im wesentlichen aus Kombinationen von », und »,, 
zusammensetzen. Fiiry, = v,, ist k, = ky = 1; selbst firy,, = 0 ist k, > 0,9, wahrend 0,9 << k, <1 
bleibt, wenn 0,2 < v,, << v, wird. Die Querdehnzahl des Mauerwerks diirfte im allgemeinen in diesen 
Grenzen liegen, so da wir ohne merkliche Fehler einfach 

| Pa (Pin | 
setzen kénnen. 

Durch (13) und (14) sind die beiden statisch unbestimmten GréfBen p und p,, gegeben; wir kénnen 
nun die im Eisenmantel und in der Ausmauerung auftretenden Spannungen berechnen. Die Tem- 
peratur des Kisenmantels wollen wir als raumlich konstant annehmen; wegen der grofen Warme- 
leitfahigkeit des Eisens ist der Temperaturabfall in radialer Richtung vollig bedeutungslos, so daB 
diese Annahme gerechtfertigt ist. Der Eisenmantel wird daher nur durch den AnpreBdruck p nach 
(13) und den Achsialzug (— p,) nach (9) beansprucht. Fiir die Spannungen erhalt man 


(6), rie) ee (16) 


de 1+ (Ee 6o/Em 5m) | EG onl 
Pere He 
(oe es (6, ze Ba)’ (17) 
Oe 
(Ce) ine Plies ome Geers (18) 


Wie man aus diesen Gleichungen erkennt, kénnen die Radialspannungen vernachlassigt werden. 
Gleichung (16) fiir (o,), stimmt mit der von Kirschbaum! angegegebenen Gleichung iiberein, wenn 
man FE; und E,, durch E, und E,, ersetzt und q = 0 setzt. Dies riihrt daher, daB Kirschbaum den 
Einflu8 der Kittquellung nicht beriicksichtigt und auch die Querdehnungen vernachlassigt. Da mit 
v, = 0,30, E, etwa 30% gréBer wird als E,, so ergeben sich nach (16) gré®ere Mantelbeanspruchun- 
gen als nach der von Kirschbaum angegebenen Gleichung. 

Im Mauerwerk treten neben den Temperaturspannungen die Spannungen infolge des Innen- 
drucks p;, des AnpreBdrucks p und des Achsialdrucks p,, auf. Fir die Spannungen in den auBeren 
Mauerwerkschichten (r = ry) folgt aus (4) 


[oelto)]m = Fim Bm (im —t,) —(P — Pd) 5s (19) 

[0,000 ln = Eh, Bn (tm — 1) — Pm» (20) 

[7,(0)In = —P- 3 (21) 
Fiir die Spannungen am Innenhalbmesser des Mauerwerks folgt 

Leet Me—Era be Coe ees) (PoP (22) 

[7.07 Im = Em Bm (im — ti) — Pm > (23) 

(CAS Nin: Se (24) 


Hierbei sind p und p,, nach (13) und (14) einzusetzen. Dabei ist t; die Temperatur der Innenflaiche 
der Ausmauerung; sie ist praktisch gleich der Temperatur, die der Behalterinhalt besitzt. Es ist 
bemerkenswert, dafs die Querkontraktionszahlen y, und y,, nur in der durch (15) gegebenen Kombi- 
nation mit FL’, und E,, auftreten, sonst aber keinen EinfluB haben. 


1 Siehe FuBnote 4 von S. 331. 
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_ Da die Temperaturen t,, t, und t,, zeitlich veranderlich sind, verandern sich auch die Spannungen 
im Behalter mit der Zeit. Im folgenden wird eine graphische Darstellung dieser zeitabhangigen Zu- 
sammenhange gegeben. 


3. Das (i,,¢,,)-Diagramm. a) Anheiz- und Abkithlkurven; Nichtablésebedingungen. 
Die in den letzten Abschnitten entwickelten Gleichungen lassen erkennen, daf die W armespannun- 
gen vor allem vom Verlauf der mittleren Mauerwerkstemperatur ¢,, und der Kisenmanteltemperatur ¢, 
abhangen. In Analogie zu einem Vorschlag von W. Matz, der fiir den stationaren Zustand ein 
(t,, t, -Diagramm benutzt, ist es hier vorteilhaft, ein Diagramm mit der Eisenmanteltemperatur t, 
als Ordinate und der Mauerwerkstemperatur ¢,, als Abszisse zu verwenden, um die nichtstationdren 
Vorgange in der Ausmauerung zu verfolgen. 

In dieses (¢,, t,,)-Diagramm kann man zunachst den Verlauf der Eisenmanteltemperatur t, uber 
der Mauerwerkstemperatur ¢,, fiir einen Anheiz- oder Abkiihlvorgang eintragen. Es entsteht dabei 
ein Kurvenzug, wie ihn etwa Abb. 3 zeigt. Jeder Punkt der Kurve entspricht einem bestimmten 
Wert der Zeit r. Das Anheizen beginnt zur Zeit t = 0 bei t, = t,, = t, (Umgebungstemperatur) 
und endet nach (theoretisch) unendlich langer Zeit im stationaren Zustand bei t, = t,, und t,, = t,,,. 
Die Abkiihlung beginnt in diesem Zustand und verlauft auf einer anderen Kurve zuriick in den aus- 
geglichenen Zustand t, = t,, = t,, der nach langerer Zeit erreicht wird. 


te 


ty tms ty 
Abb. 3. (t,,t,,)-Diagramm mit Anheiz- und Abkihlkurve Abb. 4. Veranderung der Anheiz- und Abkiihlkurven mit 
em = : : 
der Ausmauerungsdicke 6,,, (Om 1 < Omg < 5m3)- 


(schematisch). 

Aus der instationaéaren Temperaturverteilung in der Behalterwand lassen sich die Temperaturen t, 
und t,, berechnen! und zusammengehérige Werte in das (t,, t,,)-Diagramm eintragen. Der Verlauf 
der so erhaltenen Kurven hangt von den Bedingungen ab, unter denen Anheizen und Abkihlen er- 
folgen, also von den Stoffwerten, den Warmeiibergangsverhaltnissen, der Art der Beheizung und 
auch von der Mauerwerksdicke 6,,, dagegen praktisch nicht von der Dicke 6, des Eisenmantels. 

In Abb. 4 kommt diese Abhangigkeit von 6,, qualitativ zum Ausdruck, wobei alle anderen 
GréBen (z. B. Umgebungstemperatur, maximale Innentemperatur, Warmeibergangszahl «, etc.) 
konstant gehalten sind. In jedem Falle charakteristisch ist der Kurvenverlauf bei Beginn der Ab- 
kithlung bzw. des Aufheizens. Hier bleibt infolge der Warmespeicherung der Wand t, praktisch 
konstant, wahrend t,, sich andert: Die Anheiz- und Abkihlkurven beginnen stets mit horizontalen 
Tangenten. 

Beim Beginn des Abkihlens bleibt also die Dehnung des Eisenmantels fast gleich, wahrend sich 
infolge der Erniedrigung von t,, das Mauerwerk zusammenzieht. Es besteht somit die Gefahr, daB 
sich Eisenmantel und Mauerwerk voneinander lésen. Damit dies nicht eintritt, mu stets ein An- 
preBdruck p zwischen Ausmauerung und Eisenmantel bestehen. Da p als Druck eingefiihrt wurde, 
lautet die Nichtablésebedingung 

pis 05 


Mit (13) erhalt man hieraus 
pir, 
q a ps (tn ty) pe (t, t 4) aE Eo, = 0 . 


1 Vgl. hierzu z. B. Untersuchungen von W. Matz, Chemie-Ing.-Techn. 23 (1951) 5S. 543, U. Troltenier, 
Allg. Wemorch: 6 (1955) S. 105 u. 5 (1954) S. 100; H. D. Baehr, Chemie-Ing.-Techn. 26 (1954) S. 603 u.673 
und eine noch zu veréffentlichende Arbeit des Verfassers. 
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Da auch beim Innendruck p; = 0 keine Ablésung erfolgen darf, mu8 auch 
q ts Pet (tn = t4) aa (t, is t4) aw 


sein. Das bedeutet, daB die Eisenmanteltemperatur t, stets unter einer oberen Grenztemperatur f,, 
liegen muB: 


Late = pale ea t4- (25) 


Kine geniigend groBe Kittquellung q und eine hohe Ausmauerungstemperatur t4 sind also von 
Vorteil, letztes jedoch nur, wenn f, > f,, ist. 

In das (t,, t,,)-Diagramm (Abb. 5) kann man die durch (25) gegebene Gerade einzeichnen. Es 
tritt dann keine Ablésung auf, wenn die Anheiz- und Abkihlungskurven stets unterhalb dieser 
oberen Grenzgeraden 


Bm ay Bm 
Pe Re t,t Bt (1 7) (26) 


verlaufen. Man erkennt aus dem (t,, t,,)-Diagramm sofort, dai die Gefahr einer Ablésung am 
gréBten im stationaren Zustand und bei der Abkiihlung ist. Je gréBer d,, ist, desto geringer wird die 
Gefahr der Ablésung. 

b) Beanspruchung des Eisenmantels. Infolge des AnpreBdruckes zwischen Mauerwerk 
und Eisenmantel wird der Eisenmantel auf Zug beansprucht. Die dabei entstehenden Spannungen 


=04\ 
(oer 
Ow 
(6¢)e7 
tn 
ty tms 
Abb. 5. (t,,¢,,)-Diagramm mit oberer Grenzgeraden Abb. 6. (t,, t,,)-Diagramm mit Spannungsgeraden ("oe = const 
und Geraden p = 0. und mit unterer Grenzgeraden, 


sind durch (16), (17) und (18) gegeben. Da die Spannung (¢,), gegeniiber den anderen Spannungen 
vernachlassigbar klein ist, kann man den Spannungszustand im Eisenmantel als ebenen Spannungs- 
zustand mit den beiden Hauptspannungen (o,), und (¢,), ansehen. 

Auch im (¢,, t,,)-Diagramm kann man sich die GréBe der auftretenden Spannungen veranschau- 
lichen. Alle Zustande mit gleicher Tangentialspannung (0,), liegen auf Geraden, fiir die man nach (16) 
die Gleichung 


Bm q ( e) Pit Bede \ (G5) 
i= —t 1—+)t —— es | Vt 
e Be m i Bs + Be A rE Om Eva (1 ah ra) R EK (27) 
findet. Nach (26) sind diese Spannungsgeraden (¢,), = const Parallelen zur oberen Grenzgeraden 
mit dem Abstand 


an ae, (Gp)e Ei 6s Pilo 
At, = 1, —t, = (1 tat =| ia (27a) 
Man kann also in das (¢,, t,,)-Diagramm diese Geraden einzeichnen und kann dann fir jeden Punkt 
der Anheiz- oder Abkiihlkurve die im Eisenmantel auftretende Tangentialspannung ablesen (Abb. 6). 
Die obere Grenzgerade selbst ist ebenfalls eine Linie konstanter Spannung (c,),. Sie gibt die 
Spannungen an, die allein durch den Innendruck p; hervorgerufen werden. ei 
Die Beanspruchung im Eisenmantel darf eine gewisse Grenze nicht tiberschreiten. Legt man zur 


Beurteilung der Festigkeit des Eisenmantels etwa die Mohrsche Hypothese von der gréBten Schub- 
spannung zugrunde, so gilt 


(ey ee Oe = 2 Tmax = (2) 7 (0,)¢ Ly (o,)¢ . (28) 


\ 
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Es gibt somit eine untere Grenzgerade t,,, die von der oberen Grenzgeraden t,, den Abstand 
6 : 
(At,) =t,,—t —_ (Ge)zul (1 Ee *) Pilko 3 
e/max eo eu Be E. En Ons Be E,, yen ( ) 


hat. Diese untere Grenzgerade darf im (t,, t,,)-Diagramm von den Anheiz- bzw. Abkithlkurven 
nicht unterschritten werden. 


Wie man aus Abb. 6 erkennt, besteht diese Gefahr beim Anheizen des Behidlters, wo der Hisen- 


mantel infolge seiner niedrigen Temperatur sich nur wenig dehnt und die Last des sich stark aus- 


dehnenden Mauerwerks zu ertragen hat. Die gleiche Gefahr besteht auch, wenn sich der Eisen- 
mantel durch Zugluft oder Wintertemperaturen stark abkiihlt, wahrend die Mauerwerkstempera- 
tur t,, noch praktisch konstant bleibt. Auf diese Gefahr wiesen besonders Kirschbaum und Matz 
hin. 

c) Spannungen im Mauerwerk. Eine weitere Einschrankung fiir den Verlauf der Anheiz- 
und Abkihlkurven ergibt sich durch die Forderung, da im Mauerwerk keine Zugspannungen auf- 
treten diirfen. Diese miissen vielmehr durch einen geniigend hohen AnpreBdruck p baw. Achsial- 
druck p,, unterdriickt werden. Ob hierbei Zugspannungen eher in den inneren als in den auBeren 
Schichten der Ausmauerung auftreten, hangt nach (19) und (22) von den Temperaturen t, und t, ab. 


Ist t, > t,, so sind die auBeren Schichten eher gefahrdet als die inneren; fiir t; < t, tritt das Gegen- 
teil ein. 


(a tis 


Freie Abkiihlung Erzwungene Abkih/ung 


eee t 


Leitt —— Gs 


Lett —=— 


und t, beifreier und erzwungener Abkiihlung (schematisch). 


Abb. 7. Zeitlicher Verlauf der Temperaturen a a 

Beim Anheizen und im stationaren Zustand ist stetst; > t,; beider Abkithlung muB man zwischen 
freier und erzwungener Abkiihlung unterscheiden. Der erste Fall tritt ein, wenn die innere Behei- 
zung des Behalters abgeschaltet wird und er seinen Warmeinhalt nach auBen nur durch Warme- 
leitung in der Wand und Warmeiibergang am Mantel abgibt. Bei der erzwungenen Abkihlung da- 
gegen wird der Behalter auch von innen gekiihlt, indem durch ihn kalte Gase oder Flissigkeiten 
hindurch geleitet werden. Abb. 7 zeigt in schematischer Weise den zeitlichen Verlauf der Tempe- 
raturen t;, t,, und t, in den beiden Fallen. Wie man hieraus ersieht, ist auch stets bei der freien Ab- 
kithlung t; > t,. Bei der erzwungenen Abkiihlung kann fiir gewisse Bereiche des Abkiithlungsvor- 
gangs t, <t, werden, so daB dann Zugspannungen zuerst in den inneren Mauerwerksschichten 
auftreten. 


Aus (19), (20), (22) und (23) folgt, daB stets 


(jo). (30) 
ist, somit 
[o,(7) Im = 9 (30a) 
und 
[o,(7;)|n = 0 (30b) 


die maBgebenden Forderungen sind, damit keine Zugspannungen im Mauerwerk auftreten. Formt 
man (30a) unter Benutzung der Beziehungen (19) und (13) um, so folgt 
Ste [Ree thee ae te ee OU 
Gleichung (31) stellt im (t,, ¢,,)-Diagramm wieder eine Gerade dar. Die Anheiz- und Abkihl- 
kurven miissen links von dieser rechten Grenzgeraden verlaufen, sonst treten Zugspannungen im 
Mauerwerk auf, was vermieden werden muB. 


24* 
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Die Lage der rechten Grenzgeraden hangt von den Stoffwerten f,, f,,; E{, E}, and q, vom Innen- 
druck p, und vor allem von der Mauerwandstarke 6,, und der Eisenmanteldicke 6, ab. Betrachtet 
man z. B. alle Grenzgeraden, die sich fiir konstante Werte von f,, Baie Ye Dio Ego Omer BOee variable 
Werte von E{ 6, ergeben, so findet man das interessante Ergebnis, daf alle Grenzgeraden im t,, t,,- 
Diagramm durch einen Fixpunkt mit den Koordinaten 


2 tee a= PERV ET TDS eng BD 
te Rat in ay A eae es ge G2) 


gehen. Man findet diesen Fixpunkt F’, indem man yom Schnittpunkt der oberen Grenzgeraden 
nach (26) mit der Winkelhalbieren- 

te den t,=t,, horizontal nach links 

bis zum Schnitt mit der Geraden 
p =O0 geht, die parallel zur oberen 
Grenzgeraden verlauft (Abb. 8). Die 
Neigung der Geraden durch diesen 
Fixpunkt hangt von der Eisenmantel- 
dicke 6, ab. Abb. 8a und 8b zeigen 
die hierbei auftretenden VerhAltnisse, 
auf die wir bei der Berechnung der 
Ausmauerung noch zuriickkommen. 


Sollen an der Innenseite der Aus- 
mauerung keine Zugspannungen auf- 
treten, so mu Gleichung (30b) erfiillt 
sein. Hieraus gewinnt man wieder 
eine Bedingung fir die mittlere 
Mauerwerkstemperatur t,,: 


Ly = Uni me tno 
eee 33 
te - | = a (t,t). (33) 
Ry Ww) A Im (t,,t,,)-Diagramm kann man 
ie or nun itber der rechten Grenzgeraden 
ae Ma t,,, in horizontaler Richtung die 


VA tno tn; liegen (Abb. 9). 


Auch die GréBe der im Mauerwerk 

auftretenden Druckspannung kann 

Abb. 8a und 8b. Rechte Grenzgeraden nach (31) fiir 6, < B, und B,, > B, aus dem (t,5 t,)-Diagramm abgelesen 

und verschiedene Werte von 54 mit Fixpunkt F’ nach (32). werden. Die groBten Druckspannun- 

gen treten an den inneren Schichten 

des Mauerwerks auf, und zwar beim Anheizen. Da nach (30) fiir negative Werte von (o,),, und 
(6,),,> also fiir Druckspannungen a 


xf Differenzkurve (t,,; —t,,,) nach (33) 
“7 eintragen. Dies braucht zunachst 
67 nur fiir die erzwungene Abkiihlung 
tno durchgefiihrt zu werden. Sollen in 
. r den inneren Schichten der Aus- 
TO yn? O01” mauerung keine Z f- 

6, g keine Zugspannungen au 
G] treten, so muB nach (33) die Abkihl- 
kurve stets links von der Grenzkurve 

LiF 


i 
J 


|()m| > |p) 
gilt, ist hier der Wert von [o,(r;)],, maBgebend. Aus (23) und (14) erhalt man 


1 + (Ez 5¢/Em Om) 


Tragt man auch fiir das Anheizen die Grenztemperatur t,,; nach (33) in das (¢,, t,,)-Diagramm 
ein, so kann man den Augenblick gré®ter Druckbeanspruchung als jenen Punkt der Anheizkurve 


CAC ee yi os ee eh (34) 
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festlegen, der den gréBten Abstand 
At 


in horizontaler Richtung von der Grenzkurve t,,, fiir das Anheizen hat. Zugleich kann man die 
in (34) zur Berechnung von [o,(r,)],, bendtigte Differenz tj —t, unmittelbar aus dem (t,, t,,)- 


Diagramm abgreifen (Abb. 10). 
Fiir das Anheizen und Abkiihlen ergeben sich stets verschiedene Grenzkurven is 
liche Verlauf der Innentemperatur t, in beiden Fallen verschieden ist. 


aes: eas Un 


, da der zeit- 


4. Die Berechnung der Ausmauerung. An 
Hand der im letzten Abschnitt entwickelten Be- 
zichungen ist es méglich festzustellen, ob eine ge- 
gebene Ausmauerung den im Betrieb auftretenden 
Belastungen gewachsen ist, oder jene Betriebs- 
bedingungen festzulegen, unter denen der aus- 
gemauerte Behilter sich zufriedenstellend verhalt. 
Im folgenden werden nun Richtlinien aufgestellt, 
nach denen eine neue Ausmauerung fiir bestimmte 
Betriebsverhaltnisse berechnet werden kann. 

a) Berechnung fiir stationaren Tempe- 
raturverlauf!. Die Berechnung einer Aus- 
mauerung wird vereinfacht, wenn man nur den 
stationaren Betriebszustand des Behalters be- 
trachtet, wo der Temperaturverlauf in der Aus- 
mauerung zeitlich unverdndert ist. Die hierbei 
gewonnenen Ergebnisse bilden die Grundlage fiir 
die Berechnung der Ausmauerung bei Anheiz- und Abkihlvorgangen, wo einige wesentliche Er- 
ganzungen gegeniiber dem Berechnungsverfahren fiir den stationaéren Zustand erforderlich sind. 


te 


Abb. 9. (¢ 


e? tm) Diagramm mit rechter Grenzgeraden und Grenz- 
kurve ¢,,,; fiir die Abkiihlung nach (33). 


te 


\ 
grobre Spannung 
[c 0;(r:)/m 


Abb. 10. Ermittlung der gréBten Druckspannung in der Ausmauerung mit Hilfe Abb. 11. (t,, #,)-Diagramm, 
der Differenzkurve fiir das Anheizen. Berechnung fiir den stationéren Zustand. 


Zur Vereinfachung der folgenden Betrachtungen setzen wir die Umgebungstemperatur t, und 
die Ausmauerungstemperatur t, einander gleich. Die Kriimmung der Behalterwande soll fiir die 
Berechnung der Temperaturen vernachlassigt werden kénnen. Es gilt dann fiir die mittlere Mauer- 
werkstemperatur f,,, im stationaren Zustand 


= 1 ie ese seme (35) 
=f oe Ti oe se 
bins A = K 50 1 2 
und fiir die Eisenmanteltemperatur 
i 
tes =e ty BP x oT © (36) 


1 Diese Aufgabe wurde von Matz (vgl. FuBnote 2 von S. 331) ausfiihrlich behandelt. Da auf S. 12 der Arbeit 
von Matz bei der Berechnung der Dehnungen irrtiimlich eine elastische Dehnung fiir ene Gesamtdehnung 
(elastische + Warmedehnung) angesehen wurde, sind zablreiche Gleichungen dieser Abhandlungen unrichtig. 
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Hierbei bedeutet ¢,, die Innentemperatur im stationaren Zustand, und es ist K = 0 0,,/A,,, Wo a 
die Warmeiibergangszahl und 4,, die Warmeleitzahl des Mauerwerks bedeuten. Der Warmeleit- 
widerstand des diinnen Eisenmantels ist vernachlassigbar klein. 


Im (¢,, t,,)-Diagramm liegen alle stationaren Zustande auf der ,,stationaren Geraden“ 


CC =25—t 9 (37) 


us 
deren einzelne Punkte zu den verschiedenen Werten von K gehéren. 
Setzt mant,,, und t,, in die Nichtablésebedingung (25) ein, so erhalt man eine untere Grenze fiir 
die Mauerwandstarke 0,,: 
eee «Om = (Be ee Bm) (tis = tA) —— ‘ (38) 


Am Foe (tig —ta) +4 


Wird 6,, kleiner ausgefiihrt, so lést sich das Mauerwerk vom Eisenmantel ab. Damit in der Aus- 
mauerung keine Zugspannungen auftreten, muB Gleichung (31) erfiillt sein. Mit (35) und (36) er- 
halt man hieraus eine Beziehung zwischen 6,, und 6,: 


a. Ke Gp) Ue Ne 
C8 sr q Ls Sn : m di ; (39) 


— ra a Go 
Am E K E : I (tis tA) ed 


An Hand dieser Gleichung kann man zu jedem Wert von K bzw. 6,, einen Mindestwert der Eisen- 
manteldicke 6, berechnen, der er- 
(ocd,/A)(Ec/Em) forderlich ist, um die Zugspannungen 


ie im Mauerwerk zu unterdriicken. 
Zunachst erkennt man aus (39), 
daB stets 
Om Ca m 
8 K="5 >? f G4) = 
" (40) 


sein muB, da sonst 6, unendlich gro 
sein wiirde. Diese Bedingung ist 
scharfer als Bedingung (38), d.h. 
wenn im stationaren Zustand keine 
Zugspannungen im Mauerwerk auf- 
treten, erfolgt im stationaren Zu- 
stand auch keine Ablésung des Eisen- 
mantels vom Mauerwerk. 

Diese Verhiltnisse sind im (t,, t,,)- 
Diagramm sehr anschaulich zu iiber- 
sehen (Abb. 11). Gleichung (40) be- 
sagt geometrisch, dah der Fixpunkt F 
der rechten Grenzgeraden stets héher 
K-cebn/A liegen muB als der stationare Punkt 


0 7 2 3 % S(t,,, t,,,): Man erkennt dann sofort, 
Abb. 12. Abhiangigkeit der Eisenmantelstirke von K = « Oy /4 fiir daB in diesem Falle S dann auch 
By = 1,2 10-6/°C, By, = 0,6 + 10-5/°C, g = 30+ 10-5, £5, —t4 = 100°C, stets unterhalb der oberen Grenz- 


geraden liegt. 
Sehr bemerkenswert ist die Abhangigkeit der Bigemmantetets ke 6, von K baw. 6,, nach (39). 
Abbol2 zeigt fir p= 12-10; PALE. Ce Bi == 0,6. 1059 1)" Ce gra a0 10- Sie — te 100% den 


& 0. By : i 
Zusammenhang zwischen Pa a und K mit dem Parameter a Pi | Man erkennt, daB es fiir 
m 


m q m 


jeden Druck p; einen bestimmten Wert Kj, gibt, fiir den die Eisenmanteldicke 6, ein Minimum 
wird. Ky, ergibt sich aus (39) durch Differentiieren zu 


Om e—_ Pm e— Pm Fx pal K 
Ky=- i = |” = (t;, — ty) i VP -t ast) eal ye 5 : BD ~. (4D) 


Fiir diese ,,Minimumsmauerdicke“ 6 mu Wird die Eisenmanteldicke 6, am kleinsten und damit der 
Kisenmantel am billigsten. K,, ist nur dann positiv, wenn f,, < f, ist. 
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Es ist somit empfehlenswert, fiir 6,, den Wert 6,,,, zu wahlen. Da die Minima in Abb. 12 durch- 
weg sehr flach sind, kann man fiir 6,,y, ohne weiteres Abweichungen von + 20% zulassen. 6, muB 
dann mindestens so groB ausgefiihrt werden, wie es (39) verlangt. Damit sind 6,, und 6 festgelegt 
und man kann mit Hilfe von (16) die Beanspruchung des Eisenmantels, mittels (19) bis (24) die 
Spannungen im Mauerwerk fiir den stationaéren Zustand berechnen. 


b) Verhalten einer fiir den stationadren Zustand berechneten Ausmauerung 
beim Anheizen und Abkiihlen. Eine Ausmauerung, die nur unter Beriicksichtigung des sta- 
tiondren Betriebszustandes di- 


mensioniert ist, kann beim An- 
heizen oder Abkihlen des Be- 
halters versagen. An Hand des 
(t,, t,,)-Diagramms kann man 
die hierbei auftretenden Ge- 
fahren leicht erkennen. 

In Abb. 13 sind eine typische 
Anheiz- und Abkiihlkurve ein- 
gezeichnet. Die rechte Grenz- 
gerade lauft durch den statio- 
naren Punkt S, der selbst unter- 
halb der oberen Grenzgeraden 
liegt. Hier kénnen nun finf 
Gefahren bestehen: 

1. Die Abkithlkurve schnei- 
det die obere Grenzgerade: Das 
Mauerwerk lést sich vom Eisen- 
mantel. 

2. Die Anheizkurve schnei- 
det die untere Grenzgerade: 
DieMantelbeanspruchung iiber- 
schreitet die zulassige Grenze. 

3. Die Anheizkurve schnei- 
det die rechte Grenzgerade oder 
liegt ganz rechts von ibr: Es 
treten Zugspannungen in den 
auBeren Mauerwerksschichten 
auf. 

4, Bei der erzwungenen Ab- 
kihlung schneidet die Abkihl- 
kurve die Grenzkurve t,,; nach 
(33) fir die Abkihlung: Es 
treten Zugspannungen in den 
inneren Mauerwerksschichten 
auf. 

5. Beim Anheizen wird die 
Differenz At, SoS aaa Lin zwi- Abb. 13. Mégliche Gefahren beim Anheizen und Abkiihlen einer nur fiir den stationaren 
schen Anheizkurve und der Zustand berechneten Ausmauerung. 

Grenzkurve t,,; nach (33) fir 
das Anheizen zu groB: Es treten unzulassige hohe Druckspannungen [o,(r;)],, im Mauerwerk auf. 

Es geniigt also keineswegs, die Ausmauerung nur fiir den stationéren Zustand zu berechnen, 
sondern man muB die im Betrieb stets auftretenden Anheiz- und Abkihlvorgange beriicksichtigen. 
Bei manchen Apparaten, z. B. beim Zellstoffkocher, ist der gréBte Teil des Betriebes nichtstationar, 
so daB hier der stationare Zustand ganz in den Hintergrund tritt. 

Die Gefahr der Ablésung ist leicht durch konstruktive MaSnahmen zu beheben. Aus dem (t,, t,,)- 
Diagramm, (z. B. Abb. 11) erkennt man sofort, daB ein Ablésen einer fiir den stationaren Zustand 
berechneten Ausmauerung vom Eisenmantel ausgeschlossen ist, wenn nur 


bt, 


[%p("o)/m0 


va 


St, 
ist. Dies trifft aber bei allen Vorgangen der freien Abkiithlung (vgl. Abb. 7) zu. Ablésung kann also 
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nur bei erzwungener Abkiihlung auftreten, wo der Behalter durch Einleiten kalter Flissigkeit oder 
kalter Gase gekiihlt wird. 

Hier betrachten wir nun den fiir die Ausmauerung gefahrlichsten Fall, daB namlich die Innen- 
temperatur des Behalters von dem Maximalwert im stationaren Zustand plotzlich auf die Um- 
gebungstemperatur abfallt. Abb. 14 zeigt die hierfiir berechneten Abkihlkurven in dimensionsloser 
Darstellung fiir verschiedene Werte von K. Ist K > 2, so bleibt t, < t,, und eine Ablosung ist auch 
in diesen Fallen der erzwungenen Abkiithlung ausgeschlossen. Ist K < 2, d. h. bei kleinen Ausmaue- 
rungsdicken 6,, oder schlechtem auBerem Warmeiibergang, so mu die Ablésung durch eine ge- 
niigend groBe Kittquellung q verhindert werden. 

Die GréBe der beim Anheizen auftretenden maximalen Mantelspannung mu sehr genau be- 
achtet werden, da diese Spannung sehr viel héher sein kann als die Mantelbeanspruchung im statio- 
naren Zustand. Hier ist eine kleine Warmedehnzahl f,,, des Mauerwerks von Vorteil. Konstruktiv 

kann die Gefahr einer zu 


{te t)/ (tis) hohenMantelbeanspruchung 
“s vor allem durch die Wahl 
einer moglichst kleinen Aus- 
a ae ree ata mauerungsdicke 0,, behoben 
02 werden. Bei kleinem 6,, 
08 | ae ie. verlaufen namlich die An- 
kKe0 heizkurven steiler (Abb. 4), 
und nach (29) wachst auch 
a 2 ‘ 7 05 der Abstand der unteren 
| Grenzgeraden mit kleiner 
06 werdendem 6,,. Daf die An- 
a7 heizkurve rechts von der 
40 durch den stationaéren Punkt 
- | laufenden rechten Grenz- 
415 geraden liegt, also Zug- 
Oy : spannungen beim Anheizen 
2,0 auftreten, kommt praktisch 
oat nur fur f,, > B, vor, [vgl. 
K=3,0 spater Abschnitt d)]. 

a2 Pe s Ae eli Wahrend man bei der 
g erzwungenen Abkiihlung die 
Ablésung des Mauerwerks 
GF af ; 70 | leicht Maley nee 1aBt 
sich jedoch das Auftreten 
L (én toltis) von EEO: in den 

0 Of 02 O3 OY OS 06 Q7 G8 09 40 


inneren Mauerwerksschich- 
ten nur sehr schwer ver- 
hindern. Die hierfiir mab- 
gebende Gleichung (33) zeigt, daB diese Gefahr besonders dann auftritt, wenn die GroBe E; 6,/E/, 6, 
grof ist, also bei kleinem 6,, und groBem 6,. Eine groBe Ausmauerungsdicke und eine kleine Eisen- 
manteldicke werden sich jedoch in den wenigsten Fallen verwirklichen lassen, ohne mit anderen 
Forderungen in Konflikt zu geraten. 


Abb. 14. Dimensionslose AbkiihIkurven fiir einen Sprung der Innentemperatur t; von t;, auf t 4 
zur Zeit tT = 0. 


Sollen somit Zugspannungen bei der Abkiihlung vermieden werden, so mu® gefordert werden, 
das das Kinleiten von kalten Fliissigkeiten oder Gasen unterbleibt, da also nur der harmlose Fall 
der freien Abkiihlung auftritt. Gefahrlich ist vor allem ein rascher Sturz der Innentemperatur bei 
Beginn des Abkiihlens. Die inneren Schichten der Ausmauerung ziehen sich dann so rasch und 


stark zusammen, daB groBe Zugspannungen auftreten, wodurch Risse in der Ausmauerung ent- 
stehen. 


c) Berechnung der Ausmauerung fir f,,< B,.- Bevor mit der Berechnung der Aus- 
mauerung eines Behalters begonnen werden kann, muBb geklart sein, welchen Beanspruchungen der 
Behalter hinsichtlich Druck und Temperatur unterworfen ist. Es mui der hichste Betriebsdruck Pi 
und der zeitliche Verlauf der Eisenmanteltemperatur t,, der mittleren Mauerwerkstemperatur tn 
und der Innentemperatur tf, wenigstens in groben Ziigen bekannt sein. Wegen der Unsicherheiten 
in den Stoffwerten brauchen die Temperaturen nicht besonders genau bekannt zu sein, 
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Fiir die Berechnung nehmen wir an, daB die Stoffwerte der Ausmauerung gegeben seien. Hierbei 
wollen wir, was in den meisten Fallen zutrifft, Bn <B, annehmen. Die Aufgabe besteht darin, 
geeignete Werte von 6,, und 6, zu ermitteln. 

Tritt bei der Abkiithlung des Behalters nur der Fall der freien Abkiihlung auf, so kann 6,, 2u- 
nachst nach (41) berechnet werden. Man wahlt 6,, = 6,,,7 also so, daB die Eisenmanteldicke O, 
nach (39) méglichst klein wird, der Eisenmantel also am wirtschaftlichsten ausgefiihrt wird. Da 
t, <t,, ist, besteht keine Gefahr, daB sich die Ausmauerung vom Kisenmantel abliést. Es kénnen 
auch keine Zugspannungen im Mauerwerk auftreten, und man mu8 nur darauf achten, daB die 
Mantelbeanspruchung nicht zu hoch ist. Man zeichnet sich daher die Anheizkurve in das (t,, t,,)- 
Diagramm ein und dazu einige Spannungsgeraden (o,,), = konst. nach (27), insbesondere die untere 
Grenzgerade nach (29). Auf der Anheizkurve lat sich dann ablesen, welche Mantelbeanspruchung 
auftritt. Bleibt die Mantelbeanspruchung in tragbaren Grenzen, so ist die Berechnung der Aus- 
mauerung bereits beendet. Ist o, zu hoch, so kann 
man 0, vergréBern, wodurch die untere Grenzgerade  % 
weiter nach unten riickt. 

Wirksamer und wirtschaftlicher diirfte es sein, 
die Mauerstirke 6,, zu verkleinern. Hierdurch ver- 
schiebt sich die Anheizkurve nach oben, und auch die 
untere Grenzgerade riickt tiefer. Allerdings wird nun 
K < Ky,, und aus Abb. 12 sieht man, daB nun 
wesentlich gréBere Eisenmantelstarken erforderlich 
sind, um das Auftreten von Zugspannungen im 
Mauerwerk zu verhindern. Man mu somit ver- 
suchen, 6,, zu verkleinern und doch K = K,, bei- 
zubehalten. Gleichung (41) lehrt, daB dies vor allem 
durch eine VergréBerung der Kittquellung q még- 
lich ist. 

Man wird daher versuchen, q soweit zu vergréBern, 
daB ein geniigend kleines K,, erhalten werden kann}. 
Damit ist das (¢,, t,,)-Diagramm neu zu entwerfen. 
Die Lage der Grenzgeraden und auch die Anheiz- 
kurve andern sich, und es ergibt sich auch eine neue Abb. 15. (¢,,t,,)-Diagramm zur Berechnung der Ausmauerung 
Eisenmanteldicke 6,. Man hat dann wieder nachzu- Bet fe Pm 
prifen, ob die Anheizkurve die untere Grenzgerade 
schneidet und gegebenenfalls so lange Abanderungen vorzunehmen, bis das nicht mehr der Fall ist. 
Nach (34) kann man schlieBlich die gréBte Druckspannung im Mauerwerk ermitteln. 

Wahrend bei der eben behandelten freien Abkiihlung der Verlauf der Abkiithlkurve ohne wesent- 
liche Bedeutung war, muB die Abkiihlkurve bei der erzwungenen Abkiihlung beachtet werden. Man 
wird hier wieder K,, nach (41) berechnen. Ist Ky, > 2, so besteht nach Abb. 14 keine Gefahr der 
Ablésung. Ist Ky, < 2, so muB die Abkihlkurve in das (¢,,t,,)-Diagramm eingezeichnet werden, 
um zu prifer, ob die obere Grenzgerade geschnitten wird. 


Sollte dies der Fall sein, so kann man die Kittquellung g gréBer wahlen, wodurch die obere Grenz- 
gerade nach oben riickt. Sollte dies aus Herstellungsgriinden nicht méglich sein, so mu man die 
Ausmauerungsdicke 6,, so vergréBern, daB die Abkihlkurve so tief riickt, daB sie von der oberen 
Grenzgeraden nicht mehr geschnitten wird. Damit ist K > Ky, festgelegt und die Kisenmantel- 
dicke 6, kann nach (39) berechnet werden. 


Man zeichnet dann die Anheizkurve ein und prift, ob sie von der unteren Grenzgeraden ge- 
schnitten wird. Ist die Mantelbeanspruchung zu hoch, so kann nur 6, weiter vergréBert werden, da 
es wegen der Ablésungsgefahr nicht moglich ist, 6,, kleiner zu wahlen. 


Hat man 6, geeignet festgelegt, so mu schlieBlich noch gepriift werden, ob in den inneren Schich- 
ten der Ausmauerung bei der erzwungenen Abkiihlung Zugspannungen auftreten. Hierzu zeichnet 
man die Grenzkurve nach (33) in das (t,, t,,)-Diagramm ein und priift nach, ob sie stets rechts von 
der Abkihlkurve verlauft. Ist das nicht der Fall, treten also bei der Abkiihlung Zugspannungen 
auf, so wird sich dies in den wenigsten Fallen durch konstruktive Mafinahmen, etwa durch Ver- 
gréBern von 6,, beheben lassen. Es muf vielmehr verlangt werden, dafi die Innentemperatur f; 
beim Abkiihlen weniger schroff abfallt. Die Grenzkurve ,,; greift dann nicht so weit nach links aus. 


1 Diese VergréBerung von q wird sich allerdings aus Herstellungsgriinden nicht immer durchfiihren lassen. 
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d) Berechnung der Ausmauerung fir f,, > ,. Die bisher aufgestellten Richtlinien fiir 
die Berechnung einer Ausmauerung sind an die Bedingung ,, < B, gekniipft. Es kann jedoch in 
einzelnen Fallen, wie die Untersuchung von Kirschbaum ! gezeigt hat, auch f,, > B, sein. Es gibt 
dann keine Minimums-Mauerdicke 6,,;,, weil sich aus (41) ein negativer Wert ergeben wiirde, und 
die Berechnung muB nach etwas anderen Gesichtspunkten durchgeftithrt werden. 

In das (t,, t,,)-Diagramm kann man zunachst die obere Grenzgerade einzeichnen, die jetzt steiler 
verlauft als die Gerade t, = t,, (Abb. 15). Die Gefahr der Ablésung ist nun gering, jedoch die Gefahr 
einer hohen Mantelbeanspruchung sehr gro8. Man wird daher eine méglichst kleine Ausmauerungs- 
dicke 6,, willkiirlich wahlen. Man kann nun die Anheiz- und Abkihlkurve einzeichnen und zu- 
nichst priifen, ob die Abkiihlkurve die obere Grenzgerade schneidet, was nur bei erzwungener Ab- 
kiihlung vorkommen kann. Sollte dies der Fall sein, so muB 6,, vergroBert werden, und die Anheiz- 
und Abkiihlkurven sind neu zu zeichnen. 
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Abb. 16. (05 t,,)-Diagramm eines von EF. Kirschbaum untersuchten Zellstoffkochers fiir das Anheizen und Abkithlen (Daten vgl. Text). 


Hat man 6,, festgelegt, so wird man fiir mehrere angenommene Werte von 0, die rechte Grenz- 
gerade und die untere Grenzgerade einzeichnen. Die rechten Grenzgeraden verlaufen alle durch den 
Fixpunkt F, der jetzt links unterhalb der Anheizkurven liegt (Abb. 15). Man kann dann durch 
Probieren die kleinste Eisenmantelstarke 6, aufsuchen, bei der weder Zugspannungen im Mauer- 
werk noch unzulassig hohe Mantelbeanspruchungen auftreten. 

Sollte dieser Wert von 6, zu groB, der Kisenmantel also zu kostspielig werden, so kann man ver- 
suchen, 0,, noch kleiner auszufiihren, wodurch sich neue Anheiz- und Abkihlkurven ergeben und 
die Grenzgeraden in eine giinstigere Lage kommen, soda 6, verkleinert werden kann. Man hat 
hierbei allerdings zu beachten, daB die obere Grenzgerade nicht geschnitten wird. Wirksamer ist hier 
meist eine VergréBerung der Quellung q unter gleichzeitiger Verringerung der Ausmauerungsstarke 6,,. 


5. Beispiele. a) Nachpriifung eines in Betrieb befindlichen Zellstoffkochers. 
E.. Kirschbaum? hat an einem in Betrieb befindlichen Zellstoffkocher den zeitlichen Verlauf der drei 
Temperaturen t,, t,,, und t; durch Temperaturmessungen bestimmt. Auf Grund dieser Werte wurden 
fiir das erste Ankochen und die daran anschlieBende Abkiihlung des Kochers die Anheiz- und Ab- 
kihlkurven in ein (¢,, t,,)-Diagramm eingetragen (Abb. 16). 


1 Vel. FuBnote 4 von S. 331. 
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Nach Kirschbaum legen wir der Berechnung folgende Stoffwerte zugrunde: f, = 1,2 + 10-5 1/°C; 
E, = 21-10 kg/em?; B,, = 1,74-10-51/°C; E,, = 3,5- 10+5 kg/cm? Wir setzen ferner y, = 0,30 
und »,, = 0,25. Da Kirschbaum die Quellung des Mauerwerks nicht beriicksichtigt, soll auch fir 
dieses Beispiel ¢q = 0 gesetzt werden. 

Die Abmessungen des Kochers waren ry = 2,45 m, 6,, = 0,137 m, 6, = 9,028 m. Der Innen- 
druck betragt p; = 4,5 atii. 

Die Umgebungstemperatur bei der ersten Kochung war t, = 21°C. Wir setzen auch t, = 21°C. 

Die obereGrenzgerade 


nach (26) ist dann durch | 
t,, = 1,451t,,— 9,0°C 


gegeben. Aus Abb. 16 er- 
kennt man, daB die Ge- 
fahr einer Ablésung des 


Mauerwerks vom Eisen- . 
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der oberen Grenzgeraden 
mit der Winkelhalbierenden t, = ¢,, ist, dag = 0, der Ausmauerungspunkt A. Horizontal zu A auf 
der Geraden (c,), = 0 liegt F’, und man kann nach (31) die rechte Grenzgerade einzeichnen: 


t,,, = 1,407 t, — 18,5°C. 


Die rechte Grenzgerade schneidet die Abkiihlkurve. Da die gesamte Anheizkurve rechts von der 
rechten Grenzgeraden liegt, treten in der Ausmauerung beim Anheizen Zugspannungen auf. Nach 
(19) ist eine Gerade [o,(r9)],, = 50 kg/cm? eingezeichnet. Man sieht daraus, da die Zugspannungen 
etwa diesen Wert erreichen, den das Mauerwerk kaum aufnehmen kann ohne zu reifen. 

Auch die Beanspruchung des Eisenmantels ist sehr hoch. Nach (27) sind zwei Geraden einge- 
zeichnet, fiir die (¢,), = 1000 kg/cm? bzw. 1300 kg/cm? ist. Die maximale Beanspruchung tritt, 
wie man aus Abb. 16 erkennt, kurz vor Beendigung des Anheizens auf, was mit der Berechnung von 
Kirschbaum iibereinstimmt'. 

Die Ausmauerung des Zellstoffkochers muB als mangelhaft angesehen werden, da im Mauer- 
werk Zugspannungen betrachtlicher GréBe auftreten (bei der Abkiihlung auch in den inneren Mauer- 
werksschichten) und da die Mantelbeanspruchung sehr hoch ist. Dies ist vor allem auf die sehr 
groBe Warmedehnzahl des Mauerwerks und auf das Fehlen einer Kittquellung zuriickzufibren. 
Wiirde man die Quellung des Mauerwerks in Rechnung stellen, so wiirden die Zugspannungen unter- 
driickt werden, da bei q > 0 die rechte Grenzgerade nach unten wandert. Die Mantelbeanspruchung 
wurde sich jedoch vergréBern. : 

Eine Verbesserung wiirde auch eine kleinere Ausmauerungsdicke 6,, bringen. Hierdurch wiirde 
insbesondere die Mantelbeanspruchung kleiner werden, weil die Spannungsgeraden dann einen 
gréBeren Abstand voneinander hatten und auBerdem die Anheizkurve etwas steiler verliefe. 

b) Neuberechnung eines ausgemauerten Behalters. Es soll die Ausmauerung eines 
zylinderférmigen Behalters berechnet werden, wenn folgende Abmessungen und Stoffwerte gegeben 
sind. 


1 Die maximale Spannung ist jedoch rund 30% gréBer als sie Kirschbaum berechnet, da hier noch der Ein- 
fluB der Querdehnungen beriicksichtigt ist. 
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Innerer Radius des Eisenmantels Ty = 0,85 m, 

Hochster Innendruck Pp, — 8.0:avu, 
Warmeleitzahl der Ausmauerung Am = 9,9 keal/mh® C, 
Temperaturleitzahl der Ausmauerung a = 0,0028 m?/h, 
Warmedehnzahl des Mauerwerks BrbeaeOj tee LOE PAG: 
Warmedehnzahl des Eisenmantels poe 20rd fe Gs 
Quellung des Mauerwerks gi 50 LO 
Elastizitatsmodul des Mauerwerks Ee = 2,52 10 keletae, 
Elastizitatsmodul des Eisens Eo = 21,5 10 kgjem" 
Querdehnzahl des Mauerwerks papas: (5, 
Querdehnzahl des Eisens ta, 
Ausmauerungstemperatur fy = 25°G; 
Warmeiibergangszahl & 12 kcal/mh-C. 


Der Verlauf der Innentemperatur t; ist in Abb. 17 fiir einen Anheiz- und Abkihlvorgang dar- 
gestellt. Bei der Berechnung der Temperaturen t, und ¢,,, auf die hier nicht weiter eingegangen 
wird?, soll der Verlauf von t; durch zwei Geradenstiicke ersetzt werden: 
t= 25° C125 Cia 1.5 h) fur Oa = 
t=150° GC for oh 

beim Anheizen und 
t= 150°C 125" Gj h) siur 0S = ok, 
t= 20> Ue farsi oes 


beim Abkiihlen. Hierbei wird die Zeit 7 fiir das Abkithlen wieder von t = 0 an gerechnet. 
Zunachst berechnet man aus (41) die giinstigste Ausmauerungsdicke: 


Ka, = lol; 
woraus 0,, 47 = 90,0875 m folgt. Wir wahlen den abgerundeten Wert 
Om = 9,090 m , 
womit sich aus (39) die Kisenmanteldicke zu 
6, = 0,021 m 


ergibt. Dies ist der Kleinstwert von 6,, damit im stationaéren Zustand Zugspannungen im Mauer- 
werk unterdriickt werden, Wir wahlen fir die folgende Rechnung 


6, = 0,025 m. 


Damit kann man die Anheiz- und Abkihlkurve in das (t,, t,,)-Diagramm Abb. 18 einzeichnen. 
Dabei wurden die in Abb. 17 eingezeichneten Werte von t, und t,, benutzt, die sich aus der Berech- 
nung des Temperaturfeldes in der Ausmauerung fiir 6,, = 0,090 m und die tibrigen angegebenen 
Stoffwerte ergeben. 

Die obere Grenzgerade wird nach (26) 


t_, = 0.9844, 4 52°C, 

die rechte Grenzgerade nach (31) 

tmo = — 0,830 t, + 196,6°C. 
Die Spannungsgeraden haben die Gleichung 

on °C 
t, = 0,584 ¢,, + 70,9°C — 0,0993 Sslent: C,) 

Diese Geraden sind in das (t,, t,,)-Diagramm Abb. 18, eingetragen. Wie man erkennt, besteht keine 
Ablésungsgefahr, da die Abkiihlkurve unter der oberen Grenzgeraden verlauft. Die héchste Mantel- 
beanspruchung tritt etwa 1,2 h nach Beginn des Anheizens auf; sie betragt etwa 750 kg/cm?, bleibt 
also durchaus in ertraglichen Grenzen. 

Zugspannungen in den auBeren Mauerwerkschichten treten nicht auf, da Anheiz- und Abkiihl- 
kurve links von der rechten Grenzgeraden verlaufen. Da erzwungene Abkihlung vorliegt, kénnen 
Zugspannungen in den inneren Mauerwerksschichten auftreten. Man mu8 daher die Grenzkurve tint 
fiir die Abkithlung nach (33) in das (t,, t,,)-Diagramm einzeichnen. In Abb. 18 verlauft sie von S’ 
iiber U nach A’. Etwa 1,5 h nach dem Beginn des Abkiihlens schneidet die Grenzkurve tj die Ab- 
kihlkurve: fiir ein kurzes Stiick des Abkithlvorgangs treten in den inneren Ausmauerungsschichten 


1 Vel. hierzu FuBnote 1 von S. 335. 
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Zugspannungen auf. Wie man leicht an Hand von (23) abschatzt, sind diese Spannungen jedoch so 
gering (etwa 5 kg/cm?), daB® keine Gefahr fiir die Ausmauerung bestehen diirfte. AuBerdem ist hier- 
bei fiir ¢; der Verlauf angenommen, der sich aus den beiden Geradenstiicken mit dem scharfen Knick 
bei tr = 1,5 h zusammensetzt. Nimmt man jedoch den abgerundeten, in Abb. 17 gestrichelt einge- 
zeichneten Verlauf an, so ergibt sich eine Grenzkurve t,,, fiir das Abkiihlen, die nicht so weit nach 
links ausgreift, und die die Abkiithlkurve iiberhaupt nicht beriihrt (vgl. die in Abb. 18 gestrichelt 
eingezeichnete Kurve). 

Zeichnet man ferner die Grenzkurve t,,; fiir das Anheizen ein, die in Abb. 18 von A’ iiber V 
nach S’ verlauft, so kann man die bei t = 1,5 h auftretende maximale Temperaturdifferenz 


(Ate eas = bri ial bin = 423°C 
abgreifen und die maximale Druckspannung im Mauerwerk nach (34) zu 


[o.(7;) Im = — 286 kg/cm? 
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Abb. 18. (es t,)-Diagramm fiir das im Text behandelte Beispiel. 


berechnen. Nimmt man dagegen auch fiir das Anheizen den in Abb. 17 gestrichelt gezeichneten 
Verlauf von ¢; an, so erniedrigt sich (Atm)nq, auf 375°C, und man erhalt 


[o,(r;)|m = — 254 kg/cm?. 


Wie das (t,,t,,)-Diagramm und die Berechnungen zeigen, verhalt sich der ausgemauerte Be- 
halter unter den Betriebsbedingungen, fiir die er berechnet ist, zufriedenstellend. Hierbei ist aller- 
dings vorausgesetzt, daB die Stoffwerte richtig angenommen sind. Es soll daher untersucht werden, 
in welchen Grenzen die Stoffwerte des Mauerwerks, q, f,, und E,, schwanken diirfen, ohne daB Ge- 
fahren bestehen. 


c) Die Stoffwerte des Mauerwerks werden verandert. Bei einer Anderung der Kitt- 
quellung q verschieben sich die Spannungsgeraden nach (27) und die rechte Grenzgerade nach (31) 
unter Beibehaltung ihrer Steigung. Die Spannungsgeraden behalten auBerdem ihren Abstand un- 
verandert bei und riicken mit wachsendem q zu héheren Werten von t,, wahrend die rechte Grenz- 
gerade sich zu hdheren Temperaturen ¢,, verlagert: es wachst also die Mantelbeanspruchung, 
wibrend sich die Gefahr, daB Zugspannungen im Mauerwerk auftreten, verringert. 

Fiir das soeben behandelte Beispiel ergeben sich dabei folgende Grenzen, in denen q schwanken 
darf, ohne daB Schaden auftreten: Bei q,,;, = 46+ 10~° lauft die rechte Grenzgerade durch den 
stationdren Punkt S in Abb. 18, wahrend q auf 80 - 10~° erhéht werden kénnte, ohne daf die maxi- 
male Mantelbeanspruchung 1000 kg/cm? iiberschreitet. Dies gilt, wenn alle Abmessungen und die 
iibrigen Stoffwerte konstant gehalten werden. 
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Variiert man dagegen unter Konstanthalten der iibrigen Daten die Warmedehnzahl Bm des 
Mauerwerks, so drehen sich die Spannungsgeraden um jene Punkte, in denen sie die Senkrechte 
t,, =t,schneiden. Die rechte Grenzgerade dreht sich um einen Fixpunkt D mit den Koordinaten 
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Abb. 19. Drehung der Grenzgeraden und Spannungsgeraden bei einer Verinderung der Warmedehnzahl £,,,. 
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Abb. 20. Drehung der rechten Grenzgeraden und Verschiebung der Spannungsgeraden bei einer Anderung des Elastizitiitsmoduls Ieee 
V 


Abb. 19 zeigt, wie sich die obere Grenzgerade, die rechte Grenzgerade und die Spannungsgeraden 
(oy), = 500 kg/cm? und (o,), = 1000 kg/cm? bei einer Veranderung von f,, verhalten. Mit gréBer 
werdendem f,, wachst die Mantelbeanspruchung, bei kleiner werdendem f,,, besteht die Gefahr, daB 
Zugspannungen im Mauerwerk auftreten. Wie man aus Abb. 19 erkennt, darf Bm nicht unter 
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0,6 - 10°> (°C) + sinken, sollen Zugspannungen im Mauerwerk unterdriickt werden. Dagegen wiirde 
erst bei £,, > 1,2-10-° die Mantelbeanspruchung 1000 kg/cm? erreichen. Bei wachsendem fn 
steigt auBerdem nach (34) die maximale Druckspannung im Mauerwerk. 

Wird schlieBlich E,, geindert, wahrend die iibrigen Gré®en konstant bleiben, so verschieben sich 
die Spannungsgeraden unter Beibehaltung ihrer Richtung, aber unter Anderung ihres gegenseitigen 
Abstandes. Wie Gleichung (27) lehrt, wachst der Abstand mit kleiner werdendem E,,. Nur eine 
Spannungsgerade bleibt unverandert; sie entspricht der Spannnng 


Die rechte Grenzgerade dreht sich um den Fixpunkt FE, der auf der Geraden t, = t,, liegt und 
durch den auBerdem die eben genannte Spannungsgerade hindurchgeht. Mit wachsendem E,, dreht 
sich die rechte Grenzgerade im Sinne des Uhrzeigers. Fiir E,, > oo fallt sie mit der Geraden t, = t,, zu- 
sammen, fiir FE’, = 0 verlauft sie horizontal. 

Hieraus ergibt sich eindeutig, daB ein méglichst kleiner Elastizitatsmodul E,, von Vorteil ist: 
die Gefahr, daB Zugspannungen im Mauerwerk auftreten, wird geringer, die Mantelbeanspruchung 
nimmt ab und nach (34) sinkt auch die héchste Druckspannung, die beim Anheizen im Mauerwerk 
auftritt. In Abb. 20 sind die Spannungsgeraden (o,), = 500 kg/em* und 1000 kg/cm? sowie die 
rechte Grenzgerade fiir drei Werte von E,,, eingezeichnet, wobei sonst die Daten des hier behandelten 


Beispiels zugrunde gelegt sind. Fiir die maximale Druckspannung im Mauerwerk erhalt man fol- 
gende zusammengehdorige Werte: 


2,0- 105 | 2,5 + 105 | 3,5 + 105 | kg/cm? 


[o.(ri)|m — 240 kg/cm? 


AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daB auch Anderungen der Warmeleitzahl /,, des Mauer- 
werks und der meist nur ungenau bekannten Warmeiibergangszahl « zwischen Mantel und Umge- 
bung den Spannungszustand im Behilter in starkem MaBe beeinflussen. Dies zeigt sich im (t,, t,,)- 
Diagramm in einer Verzerrung der Anheiz- und Abkiihlkurven. Hierauf soll jedoch an dieser Stelle 
nicht mehr eingegangen werden. 


(Eingegangen am 22. November 1956.) 


Anschrift des Verfassers: Privatdozent Dr.-Ing. H. D. Baehr, Technische Hochschule Karlsruhe/Bd. 
Lehrstuhl fir Thermodynamik. 
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Zur Theorie schiefwinkliger Tragerroste 
Von S. Woinowsky-Krieger 


1. Einleitung. Handelt es sich um einen allseitig abgestiitzten Tragerrost von rechteckiger Be- 
grenzung, so kann man die Trager entweder seitenparallel nach Abb. la, oder auch diagonal, nach 
Abb. 1b verlegen. In wirtschaftlicher Hinsicht sind diese beiden Anordnungen einander etwa 
gleichwertig!. Von den Architekten werden die sich diagonal kreuzenden Rippen 6fters bevorzugt; 
auch bieten die Diagonaltrager den kiirzesten Weg zur Uberleitung der Krafte von den Ecken in das 
Tragwerk falls dieses letztere (wie es bei gelenkiger Stiitzung oft der Fall ist) Eckverankerungen 
benétigt; bei dreieckigen Grundrissen (Abb. 12) ist hingegen die seitenparallele, aus drei Trager- 
scharen bestehende Anordnung wohl die einzig tibliche. Die beiden vorerwahnten schiefwinkligen 
Systeme kénnen natiirlich auch bei krummlinig 


begrenzten Grundrissen Verwendung finden y 
(Abb. 6 und 10). Will man die Berechnung wie 
des statisch unbestimmten Traggerippes nach 0 ne 


der klassischen Methode erledigen, so wird 
man Transversalkrafte und Kraftepaare, die 
die gegenseitige Einwirkung zweier Trager in 


a 
Abb. 1. Seitenparalleler und schiefwinkliger Tragerrost. Abb. 2. Schiefwinkliger Tragerrost im Koordinatensystem. 


ihrem Kreuzungspunkt darstellen als Uberzahlige einfiihren und zwar unter weitestgehender 
Ausniitzung der etwa vorhandenen Symmetrie des Tragersystems. Bei einer gréSeren Anzahl 
von Kreuzungspunkten erweist sich dieses Verfahren als wenig praktisch; anderseits nahert 
sich dann das elastische Verhalten des Tragerrostes immer mehr dem Verhalten einer elastischen 
anisotropen Platte. Rechtwinklige Tragerroste, speziell die zweiseitig aufliegenden Tragwerke 
von Briicken sind bereits mit Erfolg nach der Theorie der orthotropen Platte berechnet worden; 
auch stimmen die Ergebnisse solcher Berechnungen gut mit den Versuchsergebnissen iiberein ?. 

Der hier dargelegten Anwendung der Theorie anisotroper Platten auf die Berechnung schief- 
winkliger Tragerroste seien die folgenden grundlegenden Annahmen vorausgeschickt: 

1. Die Tragerabstande sind klein genug um in bezug auf das elastische Verhalten des Systems 
den Ersatz des Tragerrostes durch eine Platte zu rechtfertigen. 

2. Die Trager sind nicht nur biegesteif, sondern auch torsionssteif; die in den Kreuzungspunkten 
vorhandenen Anschliisse sind imstande, die hieraus entspringenden Kraftepaare und transversalen 
Krafte zu tibertragen. Der Einflu8 der Nachgiebigkeit solcher Verbindungen auf die Steifigkeit 
des Tragerrostes wird auBer Acht gelassen. 

3. Trager aller Richtungen haben die gleichen gegenseitigen Abstande und ihre Querschnitte 
besitzen die gleiche und der Tragerlange nach konstante Steifigkeit. 


2. Differentialgleichung der Biegung eines schiefwinkligen Trigerrostes von doppelter Symmetrie. 
Wir betrachten die Gleichgewichtsbedingungen eines aus einem Tragerrost (Abb. 2) herausge- 
schnittenen Kreuzungspunktes (Abb. 3), der auf die rechtwinkligen Koordinaten x, y und zugleich 
auf die schiefwinkligen Koordinaten &,, & bezogen sei. Es bezeichne M, das Biegemoment, T, das 
* Einen diesbeziiglichen Vergleich findet man bei K. Beyer, Die Statik im Stahlbetonbau, S. 625, Berlin 
1948, 

® Siehe z. B. K. Sattler, Bauingenieur, 30 (1955) S. 77. 
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Torsionsmoment und Q, die zur Tragwerkebene transversale Scherkraft des Tragerzuges 1, M,, T, 
und Q, seien die betreffenden Schnittkrafte des Tragerzuges 2. Sei ferner B die Biegesteifigkeit 
und C die Torsionssteifigkeit eines Tragers, J der gegenseitige Tragerabstand und q die Intensitat 
der Querbelastung je Flacheneinheit, wonach sich die transversale Knotenlast zu qd ergibt. Die 
Querkraftdifferenzen 0Q,/0&, und 0Q,/0&, gelten dabei in der Richtung von q als positiv. 

La®Bt man die Schnittkrafte an den beiden Tragerstiicken (deren Linge zur Vereinfachung der 
Schreibweise gleich eins gesetzt ist) angreifen, so erhalt man das in Abb. 3 dargestellte System von 
Kraften und Momenten. Projiziert man die Momenten-Vektoren auf die Achsen &, und &,, so ge- 
langt man zu den Gleichungen 


eM, . éT, , aT, tS Ta 
no oe pg, 008 26 = Qa sin 2a, 5 
OM, . oT: oT, : 
og, im 2a—FE 008.2.) — Fe ==); sit 2,0). 
wahrend die Gleichgewichtsbedingung fiir die transversalen Krafte die Relation 
2Q, , AQ» 
aes = 2 
liefert. * Ny 


Fibrt man neben &,, & noch die 
Hilfskoordinaten 7,, 7, nach Abb. 3 
ein, so driicken sich die Biege- und 
Torsionsmomente der beiden Trager- 
zuge in folgender Weise durch die 
Transversalverschiebung w des Kno- 
tenpunktes aus: 


Mit diesen Ausdriicken gehen wir 
in die Gleichungen (1) ein und elimi- 
nieren alsdann die Querkrafte mit Hilfe der Beziehung (2). Es resultiert daraus die Differential- 
gleichung 


6 A 5 4 4 
Z (FA ay 4 os at ae, “fe Gas ae) | (aR a ma a ae 2a = Ae 4) 
Die Randbedingungen des Tragerrostes lassen sich am einfachsten formulieren, wenn man von 
den Koordinaten x, y Gebrauch macht. Mit Riicksicht auf 
x = (&, + &) cosa = (— 7, + 7) sina, (5) 
y = (& — &) sina = (7 + 2) cos x 


Abb. 3. Schnittkraéfte am Knotenpunkt eines schiefwinkligen Tragerrostes. 


hat man 
2) 
0g, : 
Bet COS & 5 oe sina —- 
0€, 
3 (6) 
¢d 
ony es a a 
—— — OSs — 
3 + sinaz +e Oy, 
ON 


25 
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Hiermit geht die Gleichung (4) in die Gleichung 

Ow Ow ow 
D, Oxt + 2H Ox? Oy? D, Oy) aad \ (7) 
iiber. Dies ist die Differentialgleichung einer orthotropen Platte mit den folgenden Werten ihrer 
drei Steifigkeiten 


2B Cae ) 
= hae 8 2 
Da 7 costa + 53 sin Dei 6 
18) Gay 
See Pei 
D, = 7 sinta + 57 sin Y, 6 (8) 
He eea ealeos a ee 
DA 2A 


Zur Integration der Differentialgleichung (7), speziell im Falle einer rechteckigen Begrenzung des 
Tragwerkes, ist hier zu bemerken, dab der fiir die Form der Lésung wesentliche ,,Torsionssteifig- 
keitsfaktor“ 
eae (9) 

Dx Dy 
fiir Winkel «, die nahe bei 7/4 liegen, erheblich gréBer als eins ausfallt, wahrend fiir den seiten- 
parallelen Tragerrost (Abb. 1) stets 4 <1 ist. Dies entspricht der Tatsache, da die Biegesteifig- 
keit des diagonalen Rostes in den Richtungen £,, € (Abb. 2) diejenige in den Richtungen x, y 
bei weitem iibertrifft. 

Fiir die Biege- und Torsionsmomente der Trager ergeben sich auf Grund der Gleichungen (3) 
und (6) die folgenden Ausdriicke in den Variablen x, y: 


2 
ia =—B (cosa z + sina =) Ww, 


De Pw 1 /w cw). 9 
aCe cos 20 5 ay? pao | Sin 20 


ia 


(10) 


Die Ausdriicke (10) die zunachst nur gewisse, den Momenten der stellvertretenden orthotropen 
Platte proportionale GréBen wiedergeben, bediirfen bei einem nicht sehr dichten Tragernetz noch 
einer Korrektur. In Wirklichkeit wird ein Tragermoment, etwa das Biegemoment M, des Tragers 1 
an der Stelle (m) nicht nur durch das betreffende Moment M,,, sondern auch durch die fiir die beiden 
benachbarten Knotenpunkte berechneten Momente M,,_, und M,,., beeinfluBt (Abb. 4). Das 
endgiiltige Tragermoment erscheint dann in der Form 


if, = Muza + ©—2) Mn+ Mma, ni 


wobei die Zahl n noch einer niheren Festlegung bedarf. 

Macht man beispielsweise die plausible Annahme daB dem Trager (m) in Richtung é, die schraf- 
fierte Momentenfigur zufallt und setzt noch einen parabolischen Verlauf der Momentenkurve zwi- 
schen (m — 1) und (m) voraus, so erhaélt man n = 24. 

Zwei Sonderfille miissen hervorgehoben werden. Fiir einen rechtwinkligen diagonalen 
Tragerrost, d. h. mit « = 7/4 ergeben sich die Steifigkeiten zu 


nine 

D,=D, a 
a3 Boe (12) 

=e 


Man kommt natiirlich zum selben Ergebnis wenn man in der wohlbekannten Differentialgleichung 
fiir den rechtwinkligen Tragerrost von den Variablen &,, & (Abb. 2, « =2/4) zu den Variablen x, y 
ubergeht. 

In einem anderen, technisch allerdings wenig interessanten Fall ~ = 0 geht die allgemeine Dif- 
ferentialgleichung (7) in die Gleichung 

Ow otw 

iiber. Ist nun w eine Funktion von «x allein, so wird die vorstehende Gleichung identisch mit der- 
jenigen eines Doppelbalkens von der Biegesteifigkeit 2 B. 
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Die mechanische Bedeutung des zweiten Gliedes in (13) mége am Beispiel der elastischen Flache 

w= ee 3 14 

=i (14) 

die der Gleichung (13) geniigt, interpretiert werden. Die zu den Durchbiegungen (14) gehérige Zu- 

nahme des Torsionsmomentes lings eines Doppeltragers, also die GréBe 
iT os ew 

; Gin lee TY (15) 

1aBt sich durch Kraftepaare (q y) - A nach Abb. 5 ersetzen. Im nachsten Tragerfeld vergréBert sich 

: das Kraftepaar auf q(y +4)-A wodurch sich eine resul- 

tierende Belastung —q/ je Doppelbalken ergibt, die der 
duBeren Belastung gj das Gleichgewicht halt. 


|" |r |e 


ay 
Abb. 4. Zur Berechnung der Biegemomente eines Abb. 5, Sonderfall der Belastung eines Tragerrostes 
Tragerzuges. mit « = 0. 


3. Anwendungsbeispiele. Drei einfache Beispiele mégen die Anwendung der Differentialglei- 
chung (7) auf die Lésung von Tragerrostproblemen illustrieren. 

a) Freigestiitzter Parallelstreifen unter gleichférmiger Belastung. Sind x = 0, 
x =a die Begrenzungsgeraden des Streifens, so wird w eine Funktion von x allein. Die Differential- 
gleichung (7) erhalt somit die Form d4w/d4x = q/D, bei konstantem q und ihre Lésung ist 


w = sy p(t 2ax? + ax). (16) 
Die Biege- und Torsionsmomente der Trager ergeben sich somit zu 
M, = M, = Se ae 
2 (cos a“ + EB sin? Ae 
(oe Se | 
€ cotg? ~ 4+ sin 2 ; 


mit .M, = qix (a—x)/2. 

b) Der elliptisch begrenzte Tragerrost mit Randeinspannung (Abb. 6). Aus den 
Gleichungen (6) geht hervor, daB die Bedingung der Endeinspannung der Trager, namlich dw/0§, 
= 0w/dé, = 0 der Randbedingung dw/dx = dw/dy = 0 aquivalent ist. Bei gleichformiger Belastung 
des Tragerrostes durch q lassen sich sowohl die Differentialgleichung (7) als auch die obigen Rand- 
bedingungen befriedigen durch den Ausdruck + 


> 


garb? x2 ee l 
ae rd (! @ | ce 
mit 
Lig? oD 19 
=7(39P. +2 +35, D,\. (19) 


Die Biege- und Torsionsmomente des Tragerrostes lassen sich nach den Gleichungen (10) sofort 
berechnen. Im Sonderfall des kreisférmig begrenzten Rostes (a = b) ergeben sich in der Kreismitte 
die Momente 


T,=T,=0, (20) 


1 Bereits S. G. Lechnickij hat gezeigt, daB die wohlbekannte Bryansche Lésung auch fiir anisotrope 
Platten gilt; siehe sein Buch: Anisotrope Platten, S. 203, Moskau 1947 (Russisch). 
or 
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wahrend die Momente langs der Randlinie (Abb. 7) durch 
M qa B - UG) eo Oe Oa gee 21 
M. = — =F FH 0087 (FF 4)» T, =75 p sin (O + a) (21) 
gegeben sind. 

c) Freigestiitzter Tragerrost mit rechteckiger Begrenzung (Abb. 2). Lagert der 
Tragerrost auf zwei gegeniiberliegenden Seiten frei, sonst aber in beliebiger Weise auf, so 1aBt 
sich die Gleichung (7) nach der Methode von M. Levy integrieren, ist er ringsum gelenkig ge- 
stiitzt, so wird auch das Naviersche Verfahren angangig. Die weiteren Ausfiihrungen seien auf 
diesen letzteren Fall beschrinkt. Entwickelt man die Plattenbelastung in eine Doppelsumme von 


der Form 


co co 


ales 9) = 3? Si anasin sin "2 2) 


m=l1n=1 
und geht mit dieser in die Differentialgleichung (7) ein, so kommt man zur elastischen Flache 


; 5 TEER ORES 
oo Gy, Sin — sin - - 


Abb. 7. Schiefwinkliger Triagerrost mit kreisférmiger 
Abb, 6. Elliptisch begrenzter Trigerrost. Begrenzung. 


Langs der vier Rander des Rostes x = 0, a und y = 0, b verschwinden somit sowohl die Durch- 
biegungen w als auch die Kriimmungen 07w/0?x? und 0°w/dy?. Die Biege- und Torsionsmomente an 
den Tragerenden ergeben sich nun nach den Gleichungen (10) zu 


: O*w 
M, ge NLR ES ree 
; O*w 
M, — B sin oY, (64 Ox dy > (24) 


Ww 
dy" J 
Das Ergebnis (24) 1aBt erkennen, daB die Enden der Tragerziige, falls einzeln genommen, nicht frei 
von Biegemomenten sind. Fallt aber der auBerste Kreuzungspunkt des Rostes mit der Randlinie zu- 
sammen (Abb. 8), so wird das aus beiden Tragern resultierende, um die Randlinie x = 0 drehende 
Moment offenbar null. Das um die Randnormale drehende Moment wird hingegen nicht null 
sondern gleich 

M,= 2M, sina +27, cova = 2 (Bein 2a sina + Coos 2a cosa) (5 >| ; (25) 

Af x=0 

und ahnliches gilt fiir die anderen Rander. Zur einwandfreien Ubertragung der Kraftepaare M, auf 
die Auflage erscheint die Anordnung eines Randbalkens als zweckmabig. Um eine Einspannung des 
Tragerrostes lings der Randlinie zu verhindern, miiBte dieser Randtrager kippfrei gelagert werden. 


Mit ahnlichen Schwierigkeiten hat man freilich auch bei Platten zu tun falls ihre gelenkige Rand- 
stiitzung einwandfrei arbeiten soll. 


taka 
Te T, = C cos 205 - 


e 


XXV. Band 1957 i iS ; : : : : = 
Woinowsky-Krieger: Zur Theorie schiefwinkliger Tragerroste 355 


Wollte man auch die Randmomente M, zum Verschwinden bringen, so miiBte man die Schub- 
deformation der stellvertretenden anisotropen Platte mit in Rechnung stellen!. Hierdurch kame 
man in die Lage, noch diese dritte Randbedingung zu erfiillen, allerdings auf Kosten der Einfach- 
heit der Lésung. Die Abanderung der Randbedingungen und die Mitberiicksichtigung der 


Schubdeformation diirfte besonders die Momente des Tragerrostes im Bereiche seiner Ecken 
beeinflussen. 


Nach Hinzufiigung weiterer Glieder laBt sich die Differentialgleichung (7) der Tragerbiegung 

4 auch zur Lésung mancher anderer Probleme heranziehen. Sind beispielsweise alle Trager des Rostes 
einem gleichen Achsialdruck P ausgesetzt, so kommt dies einer zusatzlichen Querbelastung der 
Trager 1 und 2 (Abb. 2) mit — P Pw/dkt baw. — P w/a gleich. Nun entspricht der rechte Teil 


der Gleichung (7) einer Belastung von der Grife q 4/2 je Einheit der Tragerlange. Um den Druck- 
kraften P Rechnung zu tragen, miiBte 


man also das zusitzliche Glied im 


_ rechten Teil jener Gleichung gleich 
2 A aA 


eed 
A \ 0g abe 
A P (ew . GEN Nie re 
=— —— |=; cos?a + —; sin? 
(a2 io ae | 


Randlinie 


\ 


eae 


eines schiefwinkligen Triagerrostes. Abb. 9. Schnittkrafte am Knotenpunkt eines hexagonalen Tragerrostes. 


Abb. 8. Biege- und Torsionsmomente am Rande 


setzen. Insbesondere mit gq = 0 erhalt man dann die Differentialgleichung der Knickung des Trager- 
rostes (Abb. 2) durch lauter gleiche Achsialdriicke P. 


Die Differentialgleichung der freien Schwingungen des Tragerrostes ergibt sich ebenfalls aus der 
Gleichung (7), wo lediglich das Glied g durch das Glied 


__ 2y Pw 
Amece 


zu ersetzen ware, worin y die Masse eines Tragers je Langeneinheit und ¢ die Zeit sein soll. 


4, Differentialgleichung der Biegung eines regelmafig hexagonalen Tragerrostes. Mit Bezug- 
nahme auf die Abb. 9 und 10 seien M,, T, und Q; das Biege-, das Torsionsmoment und die trans- 
versale Scherkraft des zur Achse &, (i = 1, 2, 3) parallelen Tragerzuges, B die fiir alle Trager gleiche 
Biegsteifigkeit und C ihre Torsionssteifigkeit *; 2 bezeichne wieder die gegenseitige Tragerentfernung 
und q die Lastintensitat. Die Projektion samtlicher Momentenvektoren auf die Richtung ¢, liefert 
die erste der folgenden Differentialgleichungen, wahrend sich zwei weitere (nicht voneinander un- 


1 Wegen der Anwendung der Theorie von E. Reissner auf die Rechteckplatte (ohne Beriicksichtigung der 
Anisotropie) siehe insbesondere M. Schafer, Z. angew. Math. Mech. 32 (1952) S. 161. 

2 Die Krafte Q; sind in Abb, 9 weggelassen und nur die aus den Q; resultierenden Kraftepaare ein- 
getragen. 
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abhangige) Gleichungen durch zyklische Vertauschung der Indices ergeben. Man hat nun 


Oi tet zh (aa Pe mays 
Of,  D\oe 8 oe Che Oey 2 ‘ tan es 
CL, Uufede eecns OM, _ OM,\ V3) pan hoe 26 
ee CE e)—(Fe ce a g = (i — Os) 5-> 
OTe aol ver, eo) ee as Va ae (0, —0 ye 
€&  2NGE a€, 0€, a&/ 2 2 ee od) 
Das Gleichgewicht der transversalen Krafte driickt sich anderseits durch die Gleichung 
02, , ® , AQ, a qa = (27) 


OE, ") Obp~ 0s; 
aus. Zwischen den Koordinaten x, y, den Koordinaten &,, &, und den Hilfskoordinaten 7,, 7 be- 
stehen ferner die Beziehungen 


37 1 
2=—(-&) 2 =tine. 
= (28) 
ul 3 
a fr re) al ™ + 12) 3» 
und hieraus folgt 
Cp ere 
ak, “SOx 2 By” 
a Somali 
GE 2 ox 2 by (29) 
ee tee ER 
On, 2% 2 ay’ 
Cae Neel 
one ane jg dy’ 2 
Die Biege- und Torsionsmomente sind nun durch die folgenden Ausdriicke gegeben: 
>" Ca ae 3 Cw 3 @w il Gen 
My g 0&2 a(3 Ox? 2 axdy ' 4 alk 
Cy Cw 3 Cw V3 ew 1 ew 30 
Ms 2B Cea a3 dx? 2 x By ' 4 =), Ce 
Ow 0?w 
M,; B a8 B ay? ? 


= 6 
‘ 0€, On, 4 6x? a) Ox Oy 4 dy? 


T,=C Ow ae Ow } 1 Ow eee (31) 


Cw C ( V3 ew Gets, V3 ew 


“86, Om. «= \ 4 Ox? | 2 ox dy 4 dy? 
Ow Cw 
T,=Cxs- = ; 
aml 0&3 Ong C Ox dy J 


Schreibt man nun die Gleichungen (26), (27) unter Einfiihrung der Variablen x, y um und eliminiert 
alsdann die Querkrafte, so lautet das Ergebnis 


ee ee 1 @  M. 
age (Mi + M,) + 73 = bya ee tees ays (Mi + M,) + 2 aye 
3 @ @ \3 & eT 
Soaaye CT; T,) Ox pe “| rT) 9p i — T.) | ax dy 2 qa —(0. (32) 


Durch Substitution der Momentenausdriicke (30), (31) in diese Gleichung erhalt man die Diffe- 
rentialgleichung der Biegung des Tragerrostes in der endgiiltigen Form 


AAw =<, (33) 
worin A = 0/dx2 + o?/dy? und 
3 
D=7,(3 B+ C) (34) 


sein soll. 
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DaB der hexagonale Tragerrost sich im wesentlichen wie eine isotrope Platte verhalt, hangt mit 
seinen Symmetrie-Eigenschaften zusammen. Ein elastischer Kérper dessen Deformationsenergie 
gegeniiber einer Drehung um 7/3 um eine Achse (etwa die z-Achse) invariant bleibt und dabei durch 
fiinf Elastizitatskonstanten charakterisiert ist, verhalt sich in dieser Hinsicht wie ein transversa] 
isotroper Kérper!. Diese letztere Eigenschaft muB aber, nach allen Vereinfachungen der Kirchhoff- 
schen Plattentheorie, auch der isotropen diinnen Platte zugeschrieben werden, womit sich die Ana- 
logie der beiden zugehérigen Differentialgleichungen zwanglos erklaren laBt. 


5. Anwendungsbeispiele. a) Der langs einer Kreislinie eingespannte Tragerrost 
(Abb. 10). Als Lésung lat sich wiederum der Ausdruck (18) verwenden, wo diesmal a = b sein 


Rand/inie 


Ms 2 
ty 
y 
Abb. 10, Hexagonaler Tragerrost mit kreisférmiger Abb. 11, Biege- und Torsionsmomente am Rande eines 
Begrenzung. hexagonalen Tragerrostes. 


mu, wahrend D durch die Gleichung (34) gegeben ist. Die Ausdriicke (30), (31) liefern fiir die Kreis- 
mitte die Momente 
qi a 


M, = M,=M; 


TT, 215-0 
wahrend man am Rande, etwa fiir die Tragerschar 3 die Momente 
q4 a? 1—cos2d 


M, = — ? 
6 Cc 
3+ 
T= ae ai 
ced 


erhalt. Bei gréBeren Tragerabstanden ware auch hier und im Folgenden eine Korrektur der Momente 
nach Gleichung (11) vorzunehmen. 

b) Der freigestiitzte rechteckige Tragerrost. In der Navierschen Lésung (22) ist 
diesmal 


3 
D,=D,=H=—@3B+0 


anzunehmen. Wir wollen wiederum den Rand « = 0 ins Auge fassen und die aus den Ausdriicken (23) 
resultierenden Endbedingungen der Trager daselbst betrachten (Abb. 11). Wegen @w/dx? = 
2?w/dy? = 0 hat man 


C ew fie 
2 Ox dy’ ¢ Ox Oy 


1 Siehe z. B. A. E. H. Love, Mathematical Theory of Elasticity, S. 100, 154, 160, Cambridge 1934. 
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Die aus den Schnittkraften der Trager 1 und 2 resultierenden Randmomente sind M, = 0 (um die 
Randlinie drehend) und 


3 Aw 
ees 


(um die Randnormale drehend). Diese letzteren, in jedem Knotenpunkte des Randes wirkenden 
Kraftepaare rufen Biegemomente, Scherkrafte und zusatzliche Auflagerkrafte in dem ganzen Rand- 
trager hervor und dhnliches gilt fiir die tibrigen Randtrager des Tragerrostes. 

c) Der freigestiitzte Tragerrost mit dreieckférmiger Begrenzung. Ist der Grund- 
riB ein regelmaBiges Dreieck (Abb. 12) und q die als gleichférmig angenommene Belastung des 
Tragwerkes, so geniigt bereits der Ausdruck 


~ qh 3 2 2 Pe 4 3 4 2 ac | 35 
4 meas eo" em ae 0) Pe #54 aac (2) 


27 


Abb, 12. Durch ein gleichseitiges Dreieck begrenzter Triagerrost. 


um die Differentialgleichung (33) sowie die Bedingungen w = 0, 0?w/dx? = 0?w/dy? = 0 am Rande 


x = —a/3 und analoge Bedingungen lings der beiden anderen Rander zu befriedigen. Hiernach 
ergeben sich die Biege- und Torsionsmomente in der Mitte des Tragwerkes zu 
2 
M, = M, = M; pak “7 = 
81 (3 a z 


(= RSI. 


Das resultierende Moment aus den Schnittkraften von vier Tragern, die in einem Rand-Knoten- 
punkt zusammenlaufen, ergibt wiederum den Wert Null fiir seine um die Randlinie drehende Kom- 
ponente. Die um die Randnormale drehende Komponente ist langs der Randlinie x = — a/3 durch 
den Ausdruck 

jp TACO V CY) See ae 
; 12a 3 BC 


gegeben. Die Kraftepaare M,, die durch den Randtrager auf Biegung aufzunehmen sind, ver- 
schwinden nicht nur in der Randmitte (y = 0) wegen Symmetrie, sondern auch in den Ecken 


(y = + a/y3) des Tragerrostes. 


(Eingegangen am 29. November 1956.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. S. Woinowsky-Krieger, Quebec, Que. (Canada) Université Laval, 
Faculté des Sciences, Boulevard de l’Entente 
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Die Auswoélbungen der Kreis- und Kreisringmembranen 
unter hydrostatischem Druck 


Erste Mitteilung: Homogener Spannungszustand 


Von K. Karas 


1. Einleitung. Fiir die im folgenden zu behandelnden Membranen lassen sich bemerkenswerter- 
weise alle die Wélbflachen beriihrenden Fragen in geschlossener Form beantworten. Wahrend 
der Rand der Kreismembran und der AuSenrand der Kreisringmembran den praktischen Gegeben- 
heiten entsprechend als fest vorausgesetzt wird, sollen beim Innenkreis der Kreisringmembran 
zunachst die beiden Grenzfalle der fest gelagerten Innenplatte sowie der vollkommen freien Innen- 
platte behandelt werden, denen schlieBlich der allgemeine Fall elastischer Lagerung der Innen- 
platte angefiigt wird, der natiirlich die beiden vorhergehenden praktisch sehr wichtigen Grenzfalle 
mit umschlieBt. Um méglichst allgemein zu bleiben, wird dabei elastische Lagerung der starren 
Innenkreisplatte sowohl gegen Verschie- 
ben als auch gegen Verdrehen voraus- 
gesetzt. Die Volumina der Wélbungs- 
hiigel sowie deren Héhenlinien werden 
durchweg berechnet, die letzteren auch 
fiir die Vollkreismembran sowie fiir die 
beiden erwahnten Grenzfalle der Kreis- 
ringmembran und auch im allgemeinen 
Fall elastisch gelagerter Innnenkreis- 
plattein vierZahlenbeispielen numerisch 
ermittelt und in anschaulichen Schich- 
tenplanen dargestellt. Der Spannungs- 
zustand wird zuniachst in allen Fallen 
als gleichférmig (homogen) voraus- 
gesetzt. In einer zweiten Mitteilung 
werden dieselben Fragen bei Kreisring- 
membranen unter ungleichférmigem, 
statischem Spannungszustand  gelést 
werden, der den bekannten Laméschen 
Gleichungen geniigt, die den allein még- 
lichen rotationssymmetrischen Aus- 
gangszustand beschreiben. Auch ellip- 
tische Membranen sollen spater analog 
untersucht werden. 

‘Auf Anregung des Verfassers wurde ferner von Herrn Dipl.-Ing. K.-E. Meter-Dérnberg am 
Institut fir Angewandte Mechanik und Schwingungstechnik der Technischen Hochschule Darm- 
stadt die Vollkreismembran auch experimentell itberpriift, woriber in einer spiteren Arbeit des 
Genannten berichtet wird. Die Versuchsergebnisse stimmen ausgezeichnet mit der Berechnung 
iiberein. 


Abb. 1, Die Kreismembran unter hydrostatischem Druck. 


2. Die Auswoélbung der Vollkreismembran. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann die 
Membran in einer vertikalen Ebene angenommen werden, in der sie einem einseitigen Fliissigkeits- 
drucke ausgesetzt ist (Abb.1). Ist h die Tiefe des Membranmittelpunktes 0 unter der Oberflachen- 
verschneidungsgeraden g und r, der Membranhalbmesser, so sind mit y als spezifischem Gewicht 
der Fliissigkeit die Einheitedriicke P, bzw. p, im untersten bzw. obersten Membranpunkt 


Pu =v (h +7r,)> ‘Po = y (h—1,) - (La, b) 
Der Druck p in irgend einem durch die Polarkoordinaten r, p (Abb. 1) gegebenen Punkte P kann 
nun durch p=p' +p” (2) 


dargestellt werden, wobei p’ den Druck im Membranmittelpunkt 0, p’’ aber den mit der Tiefe 
rcosq@ linear veranderlichen Anteil von p bedeutet. Es ist somit wegen (La, b) 


a r cos p 


i 1 
Pee Pee Py a) Pe Pas Po) YF COP - (3a, b) 
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Mit (3a, b) ergibt sich der Gesamtdruck p gemaf (2) zu 
p=y(h+rcos@). 


Um die Wélbflache der Membran zu bestimmen, mite man sie eigentlich als diinne Haut 
betrachten und mit endlicher Auslenkung w (Abb. 1) rechnen, wodurch alle Gleichungen nichtlinear 
wiirden. Die Erfahrung zeigt jedoch}, daB man die zu erwartenden Verformungen auch mit der 
gewéhnlichen linearen Membrantheorie in guter Naherung beschreiben kann. Man darf daher die 
zu p' und p"” gehérigen Teilauslenkungen w' und w’’ gesondert berechnen und die erhaltenen 
Ergebnisse addieren (w’, w’’ bedeuten hier also keine Ableitungen). 

Ist S die fiir alle Schnittrichtungen aller Membranpunkte gleiche Kraft je Langeneinheit, so 
lautet? die Differentialgleichung fiir die Auslenkung w’ 


d*w' dw' ipeaobhs 
Tee wee +p'r=0 (4) 
oder in selbstadjungierter Schreibweise auch 
d [_ dw’ | ae 
ral ar) | sr=0. (4a) 


Nach einmaliger Integration erhalt man aus (4a) 


dw' 1b ja! dw' i yas! C 
Pe gg Far a DW ie eg ae the (5) 


wobei die Integrationskonstante C, verschwinden muB, da die Neigung dw’ /dr im Membranmittel- 
punkt r= 0 verschwindet. Nochmalige Integration ergibt 


Lip! 
i ata Sai dca 
: Wf oh ees : 
worin C, = zi = r, ist, da w' = 0 ist fir r—r,. Damit folgt 
th ja’ Ll yh 
i ret (rg —r?) = ae (rg — r?). (6) 


Die Wélbflache in diesem einfachen Falle konstanten Uberdruckes p’ ergibt sich somit als Rota- 
tionsparaboloid, mit der Senkrechten durch 0 zur Membranebene als Rotationsachse. Fur r = 0 
folgt aus (6) als maximale Durchsenkung 


; Lop leh 


Wmax = 4S Yq A S 


rae (6a) 
Das Gleichgewicht der Membran in Richtung w erfordert die Beziehung 

2 dw’ dw’ I jo : 6 
Pret = s(— ‘tr *27r,% oder (ar) =e ZT: somit (5) mit C,—0 und r=r,, 


was als anschauliche Kontrolle dienen mag. 


_* Man vel. hierzu die verwandte Aufgabe der Auswolbung einer spannungslosen Kreismembran unter 
seitlichem Uberdruck, die zunachst eine Naherungslésung in A. Féppl, Vorlesungen tiber Technische Mechanik, 
Bd. 3, S. 336, Aufg. 53, 14. Aufl. (1944) und dann nach Herleitung der strengen Gleichungen in Bd. 5 1907, 
§ 24, S. 132—144 durch H. Hencky, Z. Math. Phys. 63 (1915) S. 311, eine strengere Lisung mittels unendlicher 
Reihen gefunden hat. Hierbei ist freilich die Verscharfung von etwas anderer als der oben erwahnten Art. Man 
vgl. bierzu auch A. u. L. Féppl, Drang und Zwang, Bd. 1, 2. Aufl., (1924) S. 216—226. 


2 Man vel. hierzu K. Karas, Osterr. Ing. Arch. Bd. X (1956), Heft 2—3, S. 200—220. Im Schwingungs- 
falle ergab hier das Gleichgewicht eimes Membran-Elementes bei positiver Beschleunigung, somit in Richtung 
— w_fallender Tragheitskraft und Auferachtlassung der im statischen Falle nicht auftretenden Querkraft- 
schnittgroBen Q mit S statt S, die Gleichgewichtsgleichung 

Ow O?w Ow 
| sy : = 
(s ap 7 Sra myn Gp) a dp = 0, 


wo m die raumliche Dichte des Membranmaterials bedeutet [man vgl. Gl. (5) ebendort]. Da nun p’ in die 
Richtung + w gemaB Abb. 1 weist, so ist das Vorzeichen des dritten Termes umzukehren. Teilt man die 
durch diesen Term dargestellte Tragheitskraft durch die Oberflache rdp dr des Elementes, so erhalt man die 
Flachenbelastung desselben durch die Tragheitskrafte, namlich my 0w/0t?; ersetzt man diese durch — p’, so 


erhalt man nach Kiirzung durch dr dy sofort Gleichung (4), in der w' statt w geschrieben ist; y bedeutet die 
veranderliche) Membrandicke. 


Karas: Die Kreis- und Kreisringmembranen unter hydrostatischem Druck _Ingenieur-Archiv 


XXV.Band 1957 Karas: Die Kreis- und Kreisringmembranen unter hydrostatischem Druck 361 


Um auch eine Lésung w’’ fiir den antimetrischen Fall mit dem Druck p" zu erhalten, muf ein 
Ansatz gemacht werden, der die vollstindige Differentialgleichung der Membran! 


ow" Cw"! S ew"! 
S- - Sr Ay8 -| ag? ja pee a0 (7) 


or 


if 
befriedigt, die wieder in selbstadjungierter Schreibweise lautet 


0 ow" it O2w" jay 
al or) quar ohn Bay 80 72) 
Fihrt man p’’ aus (3b) in (7a) ein, so erhalt man 

a [ dw") | 1 ew" ycosp » 

or ( ir) 7 ag? ee at (9) 


Da in (8) hinsichtlich y nur die zweite Ableitung vorkommt, so erkennt man, daB der Ansatz 
w' = R(r) cosy (9) 


die Gleichung (8) befriedigen wird, da dann der Faktor cos wegfallt. Man erhalt so fiir R(r) 
die totale, inhomogene Differentialgleichung? 


d/ dR R y 
dr (rar) aie S a (10) 


Man erkennt nun, daf man mit dem Ansatz 
R= Ar 


ein partikulares Integral von (10) gewinnen kann; denn seine Einfiithrung in (10) ergibt 


d y Y . Ue 
3 aes 2 2 Wear 2 =e 
q, BAP) AT st oder 9Ar Ar? gi, somit A= 35° 


Somit lautet das partikulare Integral 


us 
Zusammen mit dem bekannten allgemeinen Integral C,r +- C,/r der homogenisierten Gleichung (10) 
erhalt man also wegen (9) die Lésung 


w= fe ver ge On tae :] cos Pp , (12) 


in der C, und C, die Integrationskonstanten sind. Die GréBe w'’ verschwindet langs des hori- 
zontalen Durchmessers p= 7/2, wie es die Antimetrie von p’’ erfordert. Da aber im Membran- 
Mittelpunkt r=0 nicht nur w’’ verschwinden, sondern auch dw''/dr fiir jeden Winkel p endlich 
bleiben muB, so folgt analog auch hier C,= 0. Die Konstante C, ergibt sich aus der Bedingung des 
Verschwindens von w’’ fir rr, aus (12) zu C,=yri/8S. 


Ly 
C= 3 513 C0 (12a, b) 
Somit verbleibt fur w’’ 
ty) yer (i —?) cos p. (13) 


Fiir die gesamte Membranauslenkung w erhalt man also mit (6) 


w = w! + w" = 2, (ri —1) (2h + rcosg). (14) 
1 Man vergleiche hierzu etwa K. W. Wagner, Einfiihrung in die Lehre von den Schwingungen und Wellen 
(1947) § 73, die kreisformige Membran, S. 394, Gl. (460a) 
CREP GL ee i ea ae | 07 z 
dr? ' r Or | r® Og? w? a? 
mit w? = S/u, worin 4 = my die Masse der Flacheneinheit der Membran bedeutet. Ersetzt man z durch w’ 


und wieder ju 02w"/dt2 durch — p" so folgt sofort (7). 
2 So verfahrt auch W. Fliigge, Bauing. 10 (1929) S. 221. Man vgl. auch K.Girkmann, Flachentragwerke, 


S. 246; 102, 3. Aufl. Berlin/Gottingen/Heidelberg: Springer 1954. 


/ 
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Um die Gestalt des Wélbhiigels genauer zu ermitteln, ist die Lage und GréBe von Wmax fest- 
zustellen. Da w von den Polarkoordinaten r und gy abhangt, hat man 


Ow y 2 2 = 
ae = ae l-2r eh +r cosy) + (re r?) cos gy] = 0, 
ow Y “2 9 : i 

ip Sag le aT Oe 


Aus der zweiten Gleichung folgt y¢ =0 und damit aus der ersten 


4rh—2r2+r23—r=0 oder 37°+4rh—r=0 


mit der Wurzel 


ry = q (V4 + 32h); (15) 
denn das negative Wurzelvorzeichen wiirde zu einem Wert r,< 0 fiihren, dessen Absolutbetrag 
gréBer als r, ware, dessen zugeordnetes Extremum somit auBerhalb der Membran liegen und also 
hier nicht interessieren wiirde: Wray, (Punkt m in Abb. 1) liegt also auf dem vertikalen Membran- 
durchmesser um r, nach (15) tiefer als der Membranmittelpunkt 0. Da nun bekanntlich der Druck- 
mittelpunkt M um 17/4 h tiefer liegt als der Membranmittelpunkt 0, so liegt Punkt m héher 
als Punkt M, wenn 17/4 h—r,> 0 oder 


2 a a 2 
(a | yh) — 5/4 + 31> 0 oder Ceuta ie 5 (4M + 373) 


4h 3 4h 


ist. In der Tat ist aber: 


r2 


r? \2 r? 4 4 
a | _@ 2 ey BY) “a 
Gee a 


wie die Ausrechnung zeigt: Der Punkt m des Wélbscheitels liegt stets héher als der 
Druckmittelpunkt M und dieser Unterschied wird um so kleiner, je gréBer h ist, 
insbesondere fallen fiir h=oo beide Punkte m und M mit dem Membranmittel- 
punkt 0 zusammen, wie zu erwarten war. 


Fir die Differenz d = mM findet man durch Entwicklung der Wurzel 


2 ———— 


-2 
a 


fe Sey etal pee 3 jt a 3 rele 
Cage Oy, WA F820) = — FAV +4 (ey — 1] 
= ra Z 3 /Ta\? 1 9 /ra\4 if afta 
sa st 4 5 (x) 8 io (z| ! is" als) a y 
a 3 Tq\4 3 /Ta\2 rs =e 3 rf 3 free 
si (7) ! (z) 3 | <i | (4) |- (16) 


In den meisten Fallen wird man aber schon mit der gréberen Naherung 


5) des 

eas (16a) 

auskommen und braucht die genauere Formel (16) nicht heranzuziehen. 

Fir r, selbst erhalt man aus (16) 

ho ra = te 3 /Ta\2 9 Tq\4 | 

ergs oa 16(4) | 13a (+) si (17) 
mit der i. a. ausreichenden gréberen Naherung 
ins Oi) Tae 

Ts ma iste) ; (17a) 


In Abb.1 sind die Werte nach (16 a) baw. (17a) eingetragen. Den Wert w,,,, selbst erhalt man 
aus (14), wenn man darin fiir r den Wert r, aus (15) baw. (17) oder (17a) einfiihrt und y =0 setat; 
doch soll von der Wiedergabe der umstandlichen Formel abgesehen werden. Im konkreten Falle 
verfahrt man so, wie es im untenstehenden Beispiel 1 angegeben ist. 

Einen weiteren Einblick in die Natur der Wélbflache gewinnt man durch Berechnung der 
Héhen- oder Schichtenlinien oder Isohypsen, denen ein konstanter Wert w, zukommt. Transfor- 
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miert man (14) auf das in Abb. 1 angegebene kartesische (x y-)System, so erhalt man wegen 
Ecos (i= 
8S we 


72 hh) Ga ear, —2hre=0. (18) 


Vergleicht man (18) mit der allgemeinen Gleichung der zirkularen Kurven dritter Ordnung!: 


Or 4) (+ y?) + Age 2fy+e=0, (19) 
so folgt: Die Héhenlinien der ausgewélbten Kreismembran sind zirkulare Kurven 
dritter Ordnung mit der y-Achse als Symmetrale. 

Von ihren getrennten beiden Zweigen kommen nur die Ovale innerhalb der Kreismembran in 
Frage. Ferner folgt aus (19): Der Membranmittelpunkt 0 ist der auBerordentliche 
Brennpunkt oder das Zentrum der Isohypsen. 

Da die horizontale Asymptote des Zweiges auBerhalb der Membran nach (19) die Gleichung 
y +a=0, somit im Zusammenhalte mit (18) die Gleichung y =— 2h besitzt, so folgt weiter: Die 
gemeinsame horizontale Asymptote aller Héhenlinien der ausgewélbten Mem- 
bran liegt um dieselbe Hihe h titber dem Spiegel g, wie das Zentrum 0 unter 
demselben. Da der Hauptpunkt der Kurve® auf der gemeinsamen Asymptote im Unendlichen 
liegt und die Mittellinie die Gleichung y =— h besitzt®, so folgt: Die Mittellinie aller Iso- 
hypsen der ausgewélbten Membran liegt in der Oberflachenverschneidungs- 
geraden g. 

Von Interesse kénnen auch die Kurven konstanter radialer Neigung (dw/dr), und konstanter 
azimutaler Neigung (dw/r dg), sein. Fiir erstere* erhalt man aus (14) 


Ow y 


op = gg lite — 31?) cosp—A4hr]. (20) 


ist 7 > a8} r,, so hat man die absolut gréBten Neigungen dw/dr fiir p = 0° zu erwarten und 
erhalt aus (20) 
& =p Gt 4hr—r). (20a) 
P= 


Das Verschwinden dieser Neigung fiithrt wieder zum Wert r, in (15) zuriick. Die absolut gréBte 
Neigung erhalt man aus (20a) fiir r =r, zu 


Ow o pey te 
Go as Ch Hr (20b) 
Analog findet man fiir gy =z 
ow “3 ae 2 
Vales ay (2 + Ahr — 37%) (20c) 
mit dem Randwerte 
oe UL a ae 20d 
ie as us (2h—r,). (20d) 


Der Vergleich von (20b) mit (20d) erweist, dafs die Neigung im untersten Membranpunkt nach 
(20b) gréBer ist als im obersten Membranpunkt nach (20d). Fir h=r,, wobei die obere horizontale 
Tangente an die Membran mit der Oberflachenverschneidungsgeraden g zusammenfallt, ein Fall, 
der unten numerisch noch weiter verfolgt wird, ist sie z.B. unten dreimal so groB wie oben. Im 
Membranmittelpunkt r= 0 erhalt man aus (20a) bzw. aus (20c) 


ew o yrk, *) pepe tae (20e,f) 
= ee = — —.. ? 
(=; p= 070 8S or eam 8S 


1 G. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, Bd. 1., 5. 33 Gl. (4) 2. Aufl. (1910). 
_ 2 Er hat nach G. Loria, Gl. (6) S. 33 die Koordinaten x = (2 a f — c)/2 g, y = —a, wobei die Bedeutung der 
Konstanten aus (19) folgt. Wegen g = 0 ist hier x = «©, y = —2h. 

37G. Loria, a. a. O-eS. 34, Cl. (7): 

4 Es ist eine Kurve sechster Ordnung, deren Gleichung in kartesischen Koordinaten lautet 


8S 7d c 
G+ By + 4h — et ty) |My Gy + 4m +( | try? = 0; 


sie ist symmetrisch zur y-Achse. 
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- Ferner ergibt sich fiir die azimutale Neigung? aus (14) 


: a =— (2) sin (21) 
mit y=z/2 als absolut gréBten Neigungswerten, die also in der x-Achse liegen, 
la : 
eee) ea) 
C= or 


Hingegen verschwinden diese azimutalen Neigungen ersichtlich fiir die y-Achse mit g=0 oder 
gy =x und auBerdem fiir alle Berandungspunkte, wie aus (21) mit r=r, folgt und wie es auch der 
Randbefestigung entspricht. 

Fur r=0 folgt aus (21a) 


2 


1 dw ie 
Remit a eae 21b 


loli 


da im Membranmittelpunkt 0 die azimutale Neigung in der x-Achse gleich ist der radialen Neigung 
in der y-Achse, so erkennt man, daB (20f) mit (21b) tibereinstimmen mu. (In beiden Gleichungen 
ist namlich die Fortschreitungsrichtung 


ee EON TO rae von unten nach oben.) 
mee tee eS ae — Um das Volumen V des Wélbhiigels 
ee a ae a zu berechnen, braucht man bloB w’ in 


(6) zu beriicksichtigen, da sich die vom 
antimetrischen Teil w’’ in (13) herriihren- 
den Volumsanteile wegheben. Mit 


dV = w'rdgdr 
erhalt man also nach (6) und (3a) 
vho [f [ 
V= aS [ | (ra — 1?) rdp dr 
0 0 
GB Gil Ore 
Vo lL yhr? 
Wmittl = r2 7 a 8 x 7 = (22b) 
Das Volumen V des Walbhiigels ist dem 
17 spez. Flissigkeitsgewichte y, ferner der 


Abb. 2. Die Héhenlinien der W6lbflaiche der Kreismembran unter hydro- Druckhéhe h und der vierten Potenz des 

statischem Druck fiir die durch die Werte « gegebenen Héhenlagen der zur Membranhalbmessersr direkt, derSchnitt- 
Basis der Wé6lbflache parallelen Schnittebenen. Y . Ge % 

gréBe S jedoch umgekehrt proportional. 

Zahlenbeispiel 1. Es sei durchweg h=r,, die obere Tangente an die Membran also zusam- 

menfallend mit der Oberflachenverschneidungsgeraden g. 

Erteilt man nun der Auslenkung den konstanten Wert w, und fihrt dimensionslose GréBen ein 


mittels der Festsetzungen 


3 y we S 4 2 Wp i 
— — = < = a Oye es 
& pare al Be ie - oder w, 5 Re? (23 a—d) 
so erhalt man nach Teilung durch rj aus (18), wenn darin w durch w, ersetzt wird 
(n+2)(@ +) — +a—2=02 (24) 
! Auch diese ist eine Kurve sechster Ordnung mit der Gleichung 
c 2 
(a? =E y?)? x? — (x2 2) 2 12 9? i (> all | Piece == (Die 


Diese Kurve ist zu beiden Koordinatenachsen symmetrisch. 
2 Ist allgemein h/ra = v, so folgt statt (24) die Gleichung 
(2 + 9) (+ 1°)— +a—2y=0. 
Aus ihr erkennt man, daB alle durch « = 2y charakterisierten Héhenlinien durch ihren au®erordentlichen 


Brennpunkt 0 (Membranmittelpunkt) hindurchgehen. Wegen v = 1 gilt dies also hier fiir die Hohenlinie 
a = 2, wie man auch der Tabelle 1 entnimmt. 
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Fir w,=« =0 folgt aus (24) 


(+2) +P—1) =0. (24a) 
Gleichung (24a) wird befriedigt durch die Asymptote 7 =—2 aller Hohenlinien und durch den 
Membrankreis £?-+7?=1, die zusammen eine spezielle Isohypse darstellen. Fir w, >0 ist auch 
«> 0 und in Tabelle 1 sind fiir einige interessierende 7-Werte die zugehérigen €-Werte nach (24) 
fiir x = 1,2 zusammengestellt, die dann der Konstruktion der Héhenlinien in Abb.2 dienten. Dort 
_ sind auch noch die hier nicht weiter interessierenden Zweige von (24) strichliert angedeutet. 


Tabelle 1. Die nach (24) zu verschiedenen -Werten berechneten &-Werte fiir « = 1 und « = 2. 


o= 1 


er 

7 € n g oT & n § n € 
ee el 
— 2,246 0 —0,1 + 0,681 | + 0,6 + 0,505 | —3 komplex 0 0 
— 0,6 komplex 0 + 0,707 | + 0,7 + 0,373 | — 2,414 0 + 0,1 + 0,201 
— 0,557 | 0 |} + 0,1 + 0,718 | + 0,8 + 0,053 | — 2.3 + 1,542 | + 0,2 = 0,2275 
— 0,5 + 0,289 | + 0,2 + 0,711 | + 0,803 0 — 2,2 + 2,48 + 0,3 + 0,201 
— 0,4 + 0,464 + 0,3 + 0,690 | + 0,9 komplex | — 2,1 =k 4,07 + 0,4 | + 0,0816 
— 0,3 + 0,568 + 0,4 + 0,650 —2 + 0c + 0,414 0 
— 0,2 + 0,636 + 0,5 + 0,592 —l omplex | -++ 0,5 komplex 


Der Ort r, des Scheitels des Wélbungshiigels ergibt sich nach (15) zu 
i= = (7 — 2) re== 021597: 


Hierzu findet man mittels einfacher Rechnung zunachst den zugehérigen Wert von « aus (24), 
wenn man dort é=0 und 


1 — 
=m = = (V7—2) 
einsetzt, zu 
1 = 
eee oe (20 14.97) ==-2,1126. 
Damit erhalt man aus (23d) 


poe ee ites yrs 
Wmax =  * 21126 * = 0,264075 “2. 


Der Wert &,,,, ist in Abb. 2 eingetragen, desgleichen sind dort im Aufri®B auch die Punkte m (Scheitel- 
lage) und M (Druckmittelpunkt) angegeben. Natiirlich hatte man w,,,, mittels des oben ange- 
gebenen Wertes fiir r; und h=r, auch direkt aus (14) bestimmen kénnen. Hatte man sich statt 
dessen der ungenaueren Formel (17a) bedient, so hatte man 


ry = Fe = 0,2031 r, 
erhalten, welcher Wert gegen den oben angegebenen genauen noch um beinahe 6% zu niedrig ist. 
Benutzt man die genauere Gleichung (17), so erhalt man mit h=r, 


Ta 3 9 
n= ( a 139) = 02207 7 


Dieser Wert ist gegeniiber dem genauen Wert wieder zu hoch, die Abweichung betragt aber nur 


mehr 2,23%. SchlieBlich folgt aus (22b) mit h=r, 


Wmittt 0,125 
i = 0,474. 
Wmax 0,264 © ‘ 


Wind = 01257, somit 

Endlich folgt aus (22a) 
V = 0,3927 2. 

3. Die Kreisringmembran mit fester Innenkreisplatte. In Abb.3 ist eine Kreisringmembran im 


Aufri® und Kreuzri® in ihrer voraussichtlichen Auswoélbungsform dargestellt. Es gelten wieder die 
Gleichungen (1) his (5) fiir die achsensymmetrische Auslenkung w’. Da aber nunmehr die Integra- 
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tionskonstante C, in (5) nicht mehr verschwindet, so ergibt ihre Integration 
1 


w=—>oP4+CGlnr+G. (25) 


Die beiden Integrationskonstanten C, und C, werden durch die Forderung bestimmt, daf die 
Auslenkung w’ fiir r=r, und r=r,; verschwinden muB. Es folgt 


1 p' r—r? oe tel p'—rilnr, +r? lore 06 nuk 
OSS i to a Goame 
‘% Ti 


Mit (26a,b) ergibt (25) die achsensymmetrische Lésung 


ER GS in 7% 


7 ry 


Pipe ti ae! aun rin). (27) 


Abb. 4. Die Meridiankurven der Kreisring- 

membran unter konstantem Druck p’, die 

Abb. 3. Die Kreisringmembran mit fester Innenkreisplatte unter hydrostatischem zu verschiedenen Werten von r; bei festem r, 
Druck. gehoren. 


LaBt man in (27) r; gegen Null gehen, so nahert man sich dem interessanten Fall einer Kreis- 
membran, deren Mittelpunkt (etwa durch einen Stift) festgehalten ist. Bei diesem Grenziibergang 
verschwindet der dritte Term in (27), wahrend die beiden ersten 


' lan ! 
lim w! = rg lim [72 “ —y| = a (rg — 1?) (6) 
Tir Tae thay 2 
rj 


ergeben, somit wieder die Auslenkungsform (6) der Vollmembran, die hiermit durch den vorgenom- 
menen Grenziibergang aus (27) neuerdings bestatigt wurde. Andererseits ist aber der Membran- 
mittelpunkt 0 festgehalten, kann also keine Auslenkung erfahren. Dieser scheinbare Widerspruch 
wird durch (5) erklart, wenn man dort fiir C, den Wert aus (26a) einfiihrt; man erhalt 


du‘ _.-p’ r2—r? J 
dk A ste Ce eS (28) 
ne 
ri 


und erkennt, daB dw'/dr fiir kleine Werte r sehr groBe Werte annimmt, so daB sich die Membran 
an den Stift um so inniger anschmiegt, je kleiner dessen Halbmesser r; ist; zugleich schmiegt sie 
sich dabei groBtenteils an die Gestalt der Vollmembran (6) auBerhalb des Stiftes an. Je gréRer 
aber r; wird, um so weniger wird das geschehen, langs eines um so kleineren Stiickes wird sich 
insbesondere die Meridiankurve der Kreisringmembran der ,,Grenzkurve‘ der Vollmembran an- 
schmiegen, wie das Abb.4 im einzelnen erlautert. 
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Verfolgt man insbesondere die Neigungen der Meridiankurven vom Innenhalbmesser r. iiber r ; 
* ° Ld - : 
wo sie verschwinden, bis r,, so erhalt man gema® (28) : 


dw'\ __p’ eae sa | 
(em as(—t n)* ie eo 
Tt 
dw\ ip’ r2—y? J 
Gal is ae zee (29b) 
nh 
dw’ _ he ri 7 
Fae furor = 7 = — ‘ (30) 
oii 
ri 


Da der Absolutbetrag von (29a) ersichtlich gréBer ist als der von (29b) (da r;< r, ist), so erkennt 
man, daf} die Meridiankurve der Ringmembran am Innenrande stets steiler verlauft als am AuBen- 
rande, wie es ja auch aus Abb.4 ersichtlich ist. 

Fir den antimetrischen Teil w'’ der Auslenkung kann ebenfalls auf (12) zuriickgegriffen werden. 


Da auch w"' fiir r=r, und r=r, verschwinden muB, folgt fiir die beiden Integrationskonstanten C, 
und C, in (12) 


te 
GQ=gg@it+r), G=—Bin. (31a,b) 
Mit (31la,b) ergibt nun (12) die Lésung 
2 +2 
Wr ¢s| P+ (ro + ri)r a cos p. (32) 
SchlieBlich erhalt man aus (27) und (32) die Gesamtauslenkung w mit (3a) zu 
‘ as if 2 h a a ; Hl 
w=w' +w =s5 ae ( ee rz In - prin") | rp Oa areal (33) 
N% 


Fir ww, werden die Héhenlinien durch (33) in Polarkoordinaten dargestellt. Die Berechnung 
dieser transzendenten Kurven wird im Zahlenbeispiel 2 gezeigt werden. 


Weitere Einblicke in die Natur der Woélbflachen gewinnt man wieder durch Betrachtung der 
radialen und azimutalen Neigungen. Man erhalt aus (33) 


Ce ¥ Lehi Lae ee 2 a tat 
aos ) = 2rint) + (reo 3 UF Fos] £08 9 


(34) 


r 
ha 5 
Y% 


Der erste Ausdruck in der runden Klammer verschwindet wieder fiir r=r,, in (30) und ist fiir r =r; 
positiv und r=r, negativ. Der zweite Ausdruck in der runden Klammer hat fiir r=r; den Wert 
2 (r;—r?) > 0 und fiir r =r, den Wert —2 (rz—rj)< 0. Wahlt man also fiir cos y den gréBten Wert, 
dessen er fahig ist (+1), so wird man sowohl am Innen-, wie am AuBenrande die absolut gréBten 
Neigungen der Meridianlinie der Wélbflache zu erwarten haben, die also in der y-Achse, unterhalb 
der x-Achse liegen, wie es auch die Anschauung nahelegt. Diese sind 


Cw Se ah! 7; T A A 
eae = es; = 2 In nA 42 ae Sy (35a) 
Ow ee Fa\uy 2 _ay| oe 
Lal 0, Be = 8 iS h Ya ( Ya ; : "a ue =| : ("a s = Y : oe) 
/ ra 
Ebenso erhalt man fir die azimutale Neigung aus (33) 
Ich ya. 2 a TN 36 
a6 =ss(' oh 2} sin @. (36) 


Diese Neigung verschwindet fiir rr, und r =r; (unabhangig von ¢), somit an beiden Randern, 

wie es sein muB. Fir y = 2/2, somit fiir Punkte der x-Achse, erhalt die azimutale Neigung ihre 

absolut gréBten Werte, wie es auch bei der Vollmembran (21) der Fall war. Dem entspricht es, 

daB in Abb. 5 in der Nahe der €-Achse die Gratpunkte, das sind die Punkte maximaler Winkel- 
26 
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: : ; : eee, 
werte g der Isohypsen merklich geringere Distanz aufweisen: der ,,Gratanstieg“ ist dort am 
steilsten. Analoges gilt auch fiir Abb. 10. In jeder Richtung ¢ erhalt sie gemaB der Ableitung 
2 r—Qr2ri/r> = 0 fiir 


r= t, = retin (37) 


also fiir das geometrische Mittel der beiden Halbmesser ihren Kleinstwert, der in. der x-Achse zum 
absoluten Minimum 
a 

ie =— fg. (38) 

ie ORY ps ae 8S 
ais 9’ n 
wird. Daf dasselbe nach (38) negativ ist, also ein Minimum darstellt, ist anschaulich aus der Tat- 
sache erklirbar, daB der Wélbhiigel bei zanchmendem Winkel y abnimmt und fir p = einem 
Kleinstwert seiner Héhe (einem Sattelpunkt) zustrebt. 

Bei Berechnung des Volumens des Wélbhiigels ist auch hier zu beachten, daB der Teil w’’ nichts 

beitraigt und also gemaB (22a) und (27) anzusetzen ist zu 


" Ta 
oes ul atest oe gece? ii 2], 7¢ 5 pe es Pele 
V=2 | « r dy dr NG a [( r? In - | ri In rr + 7; In 2) r dr. 
‘3 Tid 


Mittels der Hilfsformel 


1 r2 
[ rinrdr => rtinr—7T + (39) 
findet man schlieBlich 
V ee uy h a tr r!) In = (rs rp ? (40) 
8 SIn “ L 


Fiir lim r;-> 0 folgt aus (40) wieder (22a) in Ubereinstimmung mit Abb. 4. Teilt man diesen 
Ausdruck noch durch die Fliche ri 2 der Basis, so erhalt man die mittlere Auswélbung + 


2 
yh ae nit Sener | 


r2 Tj i 


(41) 


Zahlenbeispiel 2. Wie im friiheren Beispiel sei h =r,; ferner sei r, = 2 r; gewahlt. Die 
Gestalt von (33) legt es nahe, hier die Polarkoordinaten beizubehalten und die Héhenlinienschar 
punktweise derart zu berechnen, da zu einem einmal gewahlten w, fiir verschiedene Werte r die 
zugehérigen Werte von cos ~ aus (33) ermittelt werden. Auch hier ist es bequem, mit dimensions- 
losen GréBen zu rechnen. Neben der GréBe « in (23¢, d) mégen hier noch die weiteren dimensions- 
losen GréBen 

e=-, =,  somit TOM = ee (42 a—d) 


a ri 


eingefiihrt werden. Damit ergibt (33), wenn es sofort nach cos y aufgelést wird, wegen w = 2 


a - 3 5 1 
cosy = —> Z =2(0?— 1) sing me» NS oe es (0.5 <0 51). (43a,b,¢) 


Fir « = 0 und g = I und ebenso fiir « = 0 und 9 = 1/2 ergibt sich aus (43) cos g = 0/0, d.h. 
w = 0 fiir alle Punkte der beiden Randkreise r = r, und r = r;, wie es tatsachlich den physikalischen 
Gegebenheiten entspricht. Dadurch ist eine willkommene Kontrolle von (43) bzw. (33) gegeben. 

In Tabelle 2 sind zunachst fiir die in der ersten und letzten Spalte angegebenen Werte von 9 
die Funktionen Z und N in (43b, c) berechnet worden (Spalten 2 und 3) und mittels dieser Werte 
wurden dann fiir die in den Spalten 4 bis 8 angegebenen x-Werte, die den Hoéhen der einzelnen 


Isohypsen entsprechen, die Werte von cos g nach (43a) berechnet, die der Konstruktion von Abb. 5 
dienten. 


* Hierbei wurde, um Vergleiche mit anderen Fallen zu erméglichen, die Innenkreisplatte als Teil der Mem- 
bran angesehen, so da durch die Gesamtflache r? a der Basis geteilt werden muBte. 
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Tabelle 2. Die den angegebenen Werten von 0 entsprechenden Funktionswerte Z und N sowie die denselben und 
den gewahlten «-Werten entsprechenden Werte von cos ~ 


Nach (43b, c) Werte von cos nach (43a) fir 

e Z. N 0,1 0,2 0,3 0,4 Q 
0,5 0 0 -= —- -— —— 0,5 
0,55 — 0,10134 — 0,0666 — 0,0201 — —- — 0,55 
0.6: | —0,17461 | —0,1173 — 0,635 + 0,2165 - = 0,6 
0,65 — 0,22273 — 0,1534 — 0,7995 — 0,148 0,503 = 0,65 
0,7 —0,24809 | —0,1748 — 0,847 — 0,275 0,2975 | 0,870 0,7 
0,75 | —0,25241 | —0,1823 —— 0,836 —0,2875 | 0,261 0,809 0,75 
Oa | | 0.23720. | <= 0.1755 — 0,782 — 0,212 0,358 | 0,927 | 0,8 
0,85 — 0,20334 — 0,1544 — 0,669 — 0,0216 0,626 — 0,85 
0,9 — 0,15191 — 0,1182 — 0,439 + 0,406 — - 0,9 
0,95 | —0,08399  —0,0669 +. 0,239 sas —_ = 0,95 
1 0 0 —- — -— — 1 


Wo in der Tabelle Striche angegeben sind, gibt es keine reellen Winkel p: 


A 


Abb. 5. Die Héhenlinien der Wélbflache der Kreisringmembran mit fester Innenkreisplatte unter hydrostatischem Druck fiir die durch die 
Werte « gegebenen Hohenlagen der zur Basis der Wélbflache parallelen Schnittebenen, 


In Abb. 5 ist auBerdem links im KreuzriB die Meridiankurve der Wélbflache gezeichnet, die 
sie im Schnitte mit der Vertikalebene und unterhalb jene, die sie im Schnitte mit der Horizontal- 
ebene durch den Membranmittelpunkt 0 erzeugt. Fiir die erstere ist cosy = + 1, fiir letztere 
cosy = 0. Damit folgt aus (43a) 

fiir cosy =—l:a =N—Z, fiir cosg = +l:a0=—N—Z, fiircosp=0:0=—Z. 

(43 d, e, f) 
Zur Konstruktion der erwahnten Meridiankurven wurden nun fiir die in Tabelle 2 angegebenen 
Werte von 9, N und Z nach (434d, e, f) die beziiglichen Werte « in Tabelle 3 berechnet, so da in 
Abb. 5 die erwahnten Meridiankurven leicht punktweise mittels des angegebenen a«-MaBstabes 
konstruiert werden konnten (Schnitt A—B bzw. C—D in Abb. 5). 
26* 
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Der Gro®twert von « ergibt sich nach Tabelle 3 fir cosy = + 1 und 9 = 0,75 2U Omar = 09,4347. 


Dem entspricht nach (23 d) 
0,4347 y r3 
Wmax = 8 a S 


ei va 
= 0,0543 5° 


Dieser Zahlenwert betragt nur 20,6% des entsprechenden Zahlenwertes der Vollmembran. 
Man erhalt ferner nach (40) (h = r,) 


park tol, wb 
eG pe Hays ie ; 


Mit w = 2 folgt : 
— 15In2—9 yrs | yri 
| ae nae Dinos = 0,049475 me 


Auch dieser Zahlenwert betragt nur 12,6°% des Wertes 0,3927 der Vollmembran. 
SchlieBlich folgt aus (41) 


Tabelle 3. Die zu den angegebenen Werten von @ und cos 


1\2 
nach (43d, e, f) berechneten Werte von « pers 4 re 1 1 l il 
Wmittl 8 SIn 7 pa nyu ye 
Q cosy=—1 cosp=0 cosp=+1 Q 1 wire 
ee ee — 1 2 2 a 
| | = pany et — np — Ww — IPP 
0,5 0 Ke Pa is oO) 0,5 
0,55 0,0347 0,1013 0,1679 0,55 woraus mit 4 = 2 
0,6 0,0573 0,1746 0,2919 0,6 a ; ; 
0,65 |  0,0693 0,2227 0,3761 | 0,65 shit, Se 0 
0,7 0,0733 0,2481 0,4229 0,7 128 In 2 S Ss 
0,75 0,0701 0,2524 0,4347 0,75 ae 
0,8 0,0617 0,2372 0,4127 0,8 folgt (d. ie 12°67, des Wentes 0,125 der 
0,85 0,0489 0,2033 0,3577 0,85 Vollmembran). Als Verhaltnis w,,j1/Wmax 
0,9 0,0337 0,1519 0,2701 0,9 ergibt sich hier 
0,95 0,0171 | 0,0840 0,1509 0,95 rote 
il 0 0 | 0 l Wmittl Ys eas 0,290 F 


War 0,0543 


4, Die Kreisringmembran mit frei beweglicher Innenkreisplatte. Fiir die achsensymmetrische 
Auslenkung w’ gilt wieder Gleichung (5). 

Die Konstante C, bestimmt sich hier aus dem Gleichgewicht der ausgelenkten Innenscheike in 
Richtung w’. Da die Neigung der Spannung S am Innenrande gegen die Scheibenebene, namlich 
(dw'/dr), < 0 ist, so lautet diese Gleichgewichtsbedingung (Abb. 6a) 

dw’ 


S(—G | 2naapiimayhrin. 


Somit folgt hieraus wegen (5) und nach Kiirzung durch r; a 


28(5g — f)=rhn, also, ~C, =.0% 


28 
Aus 
I ol 
a aoe WY, oh -+ be 
bestimmt sich C, wegen w’ = 0 firr = r, zu 
yhre 
pir ss 
Es ergibt sich somit 
Ware dw' yh 
HW Frag, hea ae. Care gina ae (ee) 


Gleichung (44a) stimmt véllig mit der entsprechenden Gleichung (6) bei Vollmenbranen iiberein. 
Fiir die maximale Neigung der Meridiankurve am AuBenrande r, bzw. ihre minimale am Innen- 
rande r; erhalt man aus (44b) 


dw’ xe y h dw! y h 
( = ) =—2h, bow. ee 2 vet pe (45a, b) 


Fiir die Auslenkung s der Innenscheibe (Abb. 6a) folgt aus (44a) 


h 
s= Fe (ri—r), (46) 
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und fiir das Gesamtvolumen V, das von der ausgelenkten Membran samt Innenkreisscheibe gebildet 
wird, erhalt man mit (44a) und (46) 


Ph sie h . wh 
es ps 2% | (A) rar priate (f— x) =?" (rt — sf), (47) 
Teilung durch r2 7 ergibt die mittlere Auslenkung: 
yh ri—ré 
Wnitl = rs ae ° (47 a) 


Fir r; > 0 geht (47) wieder iiber in (22a) und (47a) in (22b), da dann der Fall der Vollmembran 
resultiert. 
Das Volumen V nach (47) bei freier Innenscheibe erweist sich natiirlich gréGBer als das bei fest- 
h ; 
3 are (ra — ri)? kleiner ist als jenes; dieser Tat- 


gehaltener Innenscheibe nach (40), das um 


bestand entspricht auch der Anschauung. 


Abb. 6, Die Kreisringmembran mit frei beweglicher Innenkreisplatte unter hydrostatischem Druck. 


GréBere Schwierigkeiten bereitet im vorliegenden Falle die Bestimmung der antimetrischen 
Auslenkung w'’ sowie die des Winkels 6 der mit ihr verbundenen Schiefstellung der Innenscheibe 
(Abb. 6b). Fiir w’ gilt wieder Gleichung (12). Da w’’ = 0 fiir r =r, sein muB, so folgt aus (12) 


Y 


ggte = Gira + Ce: (48) 


Fiir r =r; ist wy + 0, sondern gleich der Erhebung 6 r; cos p, womit sich aus (12) ergibt 


( a5 r+ Cr; 4 ri) cop = 0: rs c08 9 
oder 


1 a 
Leta Gt God. “ 


Zu (48) und (49) tritt als weitere Gleichung jene, die durch Betrachtung des Momentengleichge- 
wichts der Innenscheibe um die x-Achse (p = 2/2) erflieBt, wobei es geniigt, nur ein unteres Viertel 
der Innenscheibe zu betrachten und die Ergebnisse zu vervierfachen. Da nach (3b) 


De =) 1608 @ 
ist, so ergibt sich als Moment der Driicke p’’ auf die Flachenelemente rdydr (Abb.7a,b) um die 
x-Achse offenbar 


T 2/2 "% n/2 
Mom =4 | | pi'rdpdr-reosp=4y | rdr | cost pdp =p yart (50a) 
00 “0 
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Diesem Momente Mom,, halt das Moment der Schnittkraft S der Membran am Rande r; das Gleich- 
gewicht. Ihre Wirkungslinie liegt windschief zur Momentenbezugsachse x. Sie sei zunachst in eine 
Komponente S$" = S sin (— dw" /dr); = S (— dw" /dr); senkrecht zur (vertikalen) (x, y)-Ebene 
mit dem aus Abb. 7a ersichtlichen Hebelsarme r;cosq und in die zur (x,y)-Ebene paralelle 
Komponente S’ = S cos (— dw'’/dr); = S zerlegt (Abb. 7c), wobei der vorgenommene Ersatz der 
Kreisfunktionen.durch ihr Argument nur Fehler klein von zweiter bzw. dritter Ordnung verursacht. 
Die Komponente S’ werde nun in der Parallelebene zur (x, y)-Ebene in S;, und S} zerlegt (Abb. 7b), 
welch letztere Komponente beziiglich der x-Achse nach Abb. 7a den Hebelsarm r; 6 cos p besitzt. 
Das Momentengleichgewicht beziiglich der x-Achse erfordert nach Abb. 7a 


Mom, — Moms, — Moms, == (I, (51) 


4" 


Mom. g«+Mom. is 


Abb. 7. Die am Rande der schiefgestellten Innenkreisplatte angreifende Kraft S und ihre Komponenten bei frei beweglicher Innenkreisplatte, 


Wegen (12) findet man leicht 


m/2 
3 8; Si gi 
Moms. = 48 (3 a G A [ cos: rcosp ridp = $(5 au Git + G)x, (50b) 
0 
m/2 
Moms, =48 | cos p78 cosy +r; dp = Sd rim. (50 c) 


0 


Mit (50a, b, c) erhalt man aus (51) 


If 3 
qran=S(e 5x Cri G)x + Sorin 


oder nach einigen Vereinfachungen 


WM 
5% =Gi—¢,—ro. (52) 


; 2 é 1 
Gleichung (49) ergibt mit (52) sofort C, = c 4 ri +0; C, = 0, und dies liefert mit (48) schlieBlich 
das Ergebnis 


= (rg — ri). (53a, b, c) 


XXV. Band 1957 Karas: Die Kreis- und Kreisringmembranen unter hydrostatischem Druck as ea) 


Da (53a, b) mit (12a, b) der Vollmembran iibereinstimmt, gilt somit auch fiir die antimetrische 
Auslenkung w’’ die dortige Gleichung (13), und da auch die Ausdriicke (6) und (44a) fiir die achsen- 
symmetrische Auslenkung w’, wie bereits bemerkt, iibereinstimmen, so gilt dasselbe auch fiir die 
Gesamtauslenkung w nach (14) und fiir die Héhenlinien (Isohypsen) mit konstanten Auslenkungs- 
werten w, nach (18). 

Auch bei der homogen gespannten Kreisringmembran unter hydrostatischem Druck sind bei 
vollkommen frei beweglicher Innenkreisplatte die Héhenlinien der Wélbflache zirkulare Kurven 
dritter Ordnung mit der y-Achse als Symmetrale und dem Membranmittelpunkt 0 als auBerordent- 
lichem Brennpunkt. 

LaBt man in (53c) r; gegen Null gehen, so erhalt man wieder die Neigung (20 e), da dann 
die Innenkreisplatte Element der Tangentialebene an die Wolbflache der Vollkreismembran im 
Mittelpunkt 0 wird, was als willkommene Kontrolle gelten mag. Auch die Kurven gleicher radialer 
und azimutaler Neigung sind dieselben, wie bei der Vollmenbran. Natiirlich kommen von allen 
Kurven nur jene Zweige oder Teile derselben in Betracht, die innerhalb der Fliche der Kreisring- 
membran liegen. 

Mit s in (46) und 6 in (53c) findet man schlieBlich fiir die maximale Auslenkung w, des untersten 
baw. fiir die minimale w, des obersten Randpunktes der Innenkreisplatte nach Abb. 6c. 


w, = 8 +76 = 95 (ra—1) 2h +n), (54a) 
w, = s— 7,0 = 55 (rs — 1!) (2h—71)). (54b) 


Zahlenbeispiel 3. Wie bei Zahlenbeispiel 2 sei h =r, und 4 =r,/r,;=2. Mit den dimensions- 
losen GréBen (23a—d) erhalt man wieder die Gleichung (24) fiir die Héhenlinien 


(1 +2) +0)—n +a—2=0. (24) 


Setzt man hierin €=-+ 1/2, 7=0, wie es den Endpunkten des um s ausgelenkten horizontalen 
Durchmessers entspricht, so erhalt man « =3/2, ein Ergebnis, das man auch aus (46) mit s =w 
Bee te Oe Ta ee < 
16 Ss . 7S leicht bestatigt. 


: i bigen F Speh = 2s so dab 
Aus (54a,b) erhalt man mit den obigen Festsetzungen w, = 4 5 DAW = Gs? 
sich wegen (23d) fiir jene Héhenlinien, die am Rande der Innenkreisplatte beginnen, sich das 


Intervall 


c? 


h=r, und w =2, somit aus w, = 


ergibt; sie finden in Sehnen parallel zur x-Achse iiber die Innenkreisplatte hinweg ihren AbschluB. 
Fiir die in Tabelle 4 angegebenen x-Werte wurde nun (24) nach Wahl der dort angegebenen 7/- Werte 


Tabelle 4. Die zu den angegebenen Werten von 4 und « nach (24) berechneten Werte von & 


” Oo = 0,25 a=0,5 a = 0,75 = o = 1,25 “o=1,5 ao = 1,75 aj 
SS a ee ee 
—0,8 +0,390 = = = = = as 0,8 
0-7 +0,564 +0,355 = Su = a Se aan 
—0,6 -+0,680 +0,532 +0322 — —- — — —0,6 
—0,5 0,764 +0,646 +0,500 0,289 — _— _- —0,5 
0,4 =-0,827 -+-0,726 --0,609 -+0,464 — —- — —0,4 
—0,3 --0,874 --0,784 +0,685 -+0,568 -£0,418 —- — —0,3 
—0,2 -+0,906 -+0,826 SeOsliog -+-0,636 =E0,915 — _— —0,2 
—0,1 0,926 +0,851 On 12 -+-0,681 +0,576 — — —0,1 
0 -~-0,935 -£0,866 -+-0,790 +0,707 -+0,612 -+-0,500 —- 0 
0,1 +0,933 +0,868 +0,796 +0,717 +0,629 +-0,925 — 0,1 
0,2 +0,920 0,857 --0,786 --0,710 +0,625 | 0,527 —- 0,2 
03 +-0,895 0,832 +0,765 -+-0,689 +0,605 +0,507 — 0,3 
0,4 -L0,857 +0,795 -£0,726 --0,651 -+-0,565 +-0,464 £0,333 0,4 
0,5 -£0,806 +0,742 -+0,671 -0,592 | +0,500 --0,387 +0,223 0,5 
0,6 a aye -+-0,670 +0,593 £0,505 +-0,400 +0,251 a 0.6 
0,7 -+0,646 ~-0,570 --0,482 -+-0,374 =-0,217 —- — Ne 
0,8 -£0,520 +0,425 +-0,303 -+-0,053 — — — ne 
0,9 -0,322 +-0,134 — — — — — , 
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zur Berechnung von & ausgenutzt, was jeweils nur Quadratwurzelziehungen bendtigte. Nur die 
n-Werte der Schnittpunkte der Héhenlinien mit der Ordinatenachse &=0 erheischen die Lésung 
der kubischen Gleichung 

P+ 292?—n ta—2=0, (24b) 
deren in Betracht kommenden Wurzelwerte der Ubersicht wegen in Tabelle 5 zusammengestellt 
sind, wo unten auch die Ordinatenwerte der Sehnen, die ja Teilstiicke der betreffenden Hohen- 
linien darstellen, eingetragen sind. Alle Berechnungen wurden, wie in den friheren Beispielen, 
mit einem 25 cm-Rechenschieber durchgefihrt. 


: 


SchnitA-B 


B 7 
Abb, 8. Die Héhenlinien der Wélbflache der Kreisringmembran mit frei beweglicher Innenkreisplatte unter hydrostatischem Druck 
fiir die durch die Werte « gegebenen Hohenlagen der zur Basis der Wélbflache parallelen Schnittebenen. 


Tabelle 5. Die zu den angegebenen Werten von « und fiir € = 0 nach (24b) berechneten und im 
Membrankreisring liegenden 1-Werte 


& = 0,25 & = 125 | &=1,5 | O— eo | é 


| 
0 | +0,960 | +0,910 £0,859 | 0,802 
0 | 0,881 | —0-770 —0,663 | —0,555 


+0,737 -+0,660 +0,564 0 
—0,333 0 +0,333 0 


eee 


Se 


Sehnen-Schnittpunkte 


Diese Ergebnisse sind in Abb.8 dargestellt, die neben dem Héhenlinienplane auch links einen 
Vertikalschnitt 4— B und oben einen Horizontalschnitt C—D durch die Wélbflache der Membran 
samt ausgelenkter Innenkreisplatte zeigt. 


Fir das Volumen V des Wolbhiigels erhalt man nach (47) 


a WS) G2 90 4 Wipe 
= Top ge = 0,36816 22, 
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und fiir die mittlere Auslenkung w,,,;,,., findet man nach (47 a) 


liens r3 
mit = 755 ge = OUIT19 Ze ; 
P yr, : : ao 
da hier Way = i tae a 3 ist, so erhalt man fiir das Verhaltnis 
Wmittl 1 — 
ages reer? 


Ks ist hier also wesentlich héher als fiir Vollkreismembranen, da das Vorhandensein der Innen- 
kreisplatte fiir die ganze Flache ihres Bereiches eine gréBere Auslenkung erzwingt. 


5. Die Kreisringmembran mit elastisch befestigter Innenkreisplatte. Die elastische Lagerung der 
Innenkreisplatte soll sich sowohl auf deren Verschiebung in Richtung w’ oder s, als auch auf deren 
Verdrehung um ihren horizontalen Durchmesser beziehen. Die erstere Art elastisch nachgiebiger 
Lagerung wirkt sich beim achsensymmetrischen Belastungsfall unter dem konstanten Druck 
p' =vh, die letztere beim antimetrischen unter dem linear veranderlichen Druck p!’ = yr cos p aus. 

Beim achsensymmetrischen Belastungsfall gelten fiir die Auslenkung w und ihre Ableitung 
wieder die Gleichungen (5) und (25). Den zwei Integrationskonstanten C, und C, sowie der unbe- 
kannten Plattenverschiebung s stehen die Gleichgewichtsgleichung der Innenkreisplatte gegen 
Verschieben sowie die Forderungen gegeniiber, daf w’ =0 am MembranauBenrande r=r, und 
w' =s am Membraninnenrande r=r; sein muB. Diese beiden Bedingungen ergeben mit (25): 

yh 


ele Ce ge dir, Gy (55a, b) 


GemaB Abb.9a lautet hier die Gleichgewichtsbedingung 


8 (27 +yhrin—e,s=0 
und ergibt mit (5) 

290 3 Cy CS: (56) 
Mit der Abkiirzung 


Ta 


N=225 + e¢,|n — (57) 


ergibt die Lésung von (55a,b) und (56) 


h yh 
G=zen ten) €. Cp = ggylre2aS + (—ralnr; + ri lnr,) ¢,], (58 a,b) 
s= 7 (naa. (59) 


. h 2 . 

Mit c,=0 wird aus (57) N=22S, und hiermit geht s in (59) tber in s = is (rg —r?), in voller 
Ubereinstimmung mit dem Ergebnis (46), das fiir den nunmehr giiltigen Fall mit freier Innenkreis- 
platte erhalten worden ist. Ebenso wird mit c,= 00 aus (59) s =0, wie es dem Grenzfall mit fester 
Innenkreisplatte entspricht. Ebenso gewinnt man aus (58a,b) mit c,= 0 sofort die Werte C, =0, 
C,=yhrf4S, wie sie bei freier Innenkreisplatte erhalten wurden. Man vgl. die Ergebnisse 
vor (44a, b). 

Aus (25) und (58a,b) erhalt man schlieBlich 

a 9 e Ya 
w' = isn |i r) 20S + i= r? In = as i a2 7; In =) a ; (60) 

Mit c,=0 erhalt man aus (60) sofort wieder (44a), wie es der Ringmembran mit freier und ebenso 
mit c, = 00 sofort wieder (27), wie es jener mit fester Innenkreisplatte zukommt. 

Mit der Hilfsformel (39) und mit Beachtung der Abkiirzung (57) erhalt man fiir das Volumen V 


des Wélbhiigels unter der Ringmembran und Innenkreisplatte nach langeren Rechnungen 


_ vhn ls SEs ls rt) In 24 — (72 — rl c,t (61) 


? 
ri 
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woraus mit c,=0 baw. c,= 00 sofort wieder die bekannten Ergebnisse (47) fiir freie baw. (40) fiir 
feste Innenkreisplatte folgen. Teilt man V in (61) durch die Flache r2 7 der Basis, so erhalt man 


ear 4__ 4 . 2 __ 722 
yh E = ttn Ss |" tin Ta ee |<}. (62) 


Wmittl — 8 SN Ti 


a a 


ein Ergebnis, das natiirlich fiir c,=0 bzw. c,=0o sofort wieder in (47a) fir Membranen mit 
freier bzw. in (41) fiir solche mit fester Innenkreisplatte tibergeht. 


Abb. 9, Die Kreisringmembran mit elastisch gelagerter Innenkreisplatte unter hydrostatischem Druck. 


Fiir die Berechnung des antimetrischen Falles nach Abb. 9b kénnen ohne weiteres die Glei- 
chungen (48) und (49), welche die Werte von w’’ fiir den AuBen- und Innenrand der Kreisring- 
membran vorschreiben, ferner Gleichung (50a) fiir das Moment der Driicke p'’ = yrcosqg und 
schlieBlich auch die Gleichungen (50b,c) fiir die Momente der Kraftkomponenten S'’ und S, 
nach Abb.7 direkt ttbernommen werden. Nur die Gleichung (51) ist wegen des durch c, bedingten 
elastischen Drehwiderstandes zu erweitern; an ihrer Stelle gilt jetzt 


Mom, — Moms, a Moms, — Cq 6 = (I)- (63) 
Mit (50a,b,c) erhalt man aus (63) nach kurzer Rechnung 
eas Cd 
eet = Cnre C, Ori — 56 (64) 


Addiert man (64) zu (49) und subtrahiert man es von (49), so folgt 


PEED Cd == I y 2 Cd 
Ci an 5? und Gag git (b+ ages) ) 
und die Einsetzung dieser Ergebnisse in (48) ergibt schlieBlich mit der Abkiirzung 
M=rari2aS + (ra—ri) eg (65) 
die Werte 
C= seul ri-2%e%S+(ri—ri)e], C= = su (7 PT, ce (66 a,b) 
6=s0, A it MAE IS) (67) 


Mit cy =0 erhalt man aus (65) M = rar; -2 aS und aus (66a,b) C, = y r2/8S baw. C, =0, somit 
wieder (53a,b) und aus (67) 6 = y (ra —rj)/8S, somit wieder (53c), wie es dem Falle mit freier 
Innenkreisplatte entspricht, wahrend cj= 00 ebenso die Ergebnisse (31a,b) fiir feste Innenkreis- 


ae 
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platte sowie 0 =0 aus (67) liefert. Mit (66a,b) erhalt man schlieflich aus (12) 


; 27? 

wim ayy pert (2A) aS +--+ +r — 24 al coop. (68) 
Mit cy=0 folgt aus (68) im Verein mit (65) wieder Gleichung (13), die, wie nach (53a, b,c) 

gezeigt wurde, fiir den nun betrachteten Fall mit freier Innenkreisplatte giiltig ist. Mit Gy—=00 

ergibt sich aber aus (68) mit (65) wieder die fiir feste Innenkreisplatte giltige Auslenkung w’’ 

in (32). 

_ Addiert man die symmetrische Auslenkung w’ in (60) zur antimetrischen w'’ in (68), so erhalt 

man schlieBlich die Gesamtauslenkung gemaf Abb. 9c 


eee, w_ ¥ [ee a (2h rat? T Cos p 
w=w' + w = 75 | Gy - M 228 
+(—Aing reine ttn) + rh Pt (rg +7?) r : 


r 


r?] ca cosy 
| = r (69) 


In (69) ist N durch (57) und M durch (65) erklart. Erteilt man w in (69) den konstanten Wert w,, 
so stellt (69) fiir bestimmte Werte des Halbmesserverhiltnisses = ““ und der Riickfiihrungs- 


konstanten c, und c, die Héhenlinien der Wélbflache der Kreisringmembran in Polarkoordinaten 
dar, deren punktweise Berechnung genau so erfolgen kann wie es bei Gleichung (33) geschehen 
ist. (Man vergleiche unten Zahlenbeispiel 4.) Man hat also in (69) eine dreiparametrige Kurven- 
schar vor sich, von der natiirlich nur die innerhalb der Membranflache verlaufenden Teile von 
Bedeutung sind. 


Auch die radialen und azimutalen Neigungen lassen sich aus (69) ohne weiteres durch Bildung 
der Differentiationen dw/dr und dw/r op herleiten und fiir konstante Werte dieser Neigungen erhalt 
man nach Wahl des Verhaltnisses =r,/r; jeweils wieder dreiparametrige Kurvenscharen in 
Polarkoordinaten mit (dw/dr), bzw. (dw/r dg), und c, und c,; als Parametern. 


Zahlenbeispiel 4. Nimmt man auch hier, wie in den vorhergehenden Zahlenbeispielen h =r, 
an, behalt ferner die dimensionslosen GréBen in (23c,d) und in (42 a—d) bei und fiihrt schlieBlich 
fiir die elastischen Riickfiihrungskonstanten c, und c, ebenfalls dimensionslose GréBen durch 


Cs Cd 


ein, so kann man (69) in der dimensionslosen Form darstellen: 
ies alan 2 e160) + 1) | 11 + = oe | 
ON Fa L Q ye) In we 10 
= cos@. 
“ l+olp ; 1+ (@—1)t i 
Mit den abkiirzenden Funktionsbezeichnungen 
2(1— 2) + olny |2 (1 —e2) + 2 Tee ie 
m (l—e 7 Q ata 
Pile) = ; 2 
lt+oly (71a,b) 
1 1 
ed +u8—) [e+ (14+ B)e— saa] 
P2(0) oa Pea G1) 7 
berechnet sich der Winkel y nach der einfachen Gleichung 
cos Y = come “ (72) 


Po 
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Fiir ein einmal gewahltes Halbmesserverhaltnis 4 und fiir gegebene Riickfiihrungskonstanten c, 
und c, und damit fiir gegebene Werte vono und rt sind die Nenner der Funktionen (71a,b) konstante 
GroBen, waihrend die Berechnung der einfachen Zihlerfunktionen in vorliegendem Falle noch 
dadurch vereinfacht wird, daB die in den eckigen Klammerausdriicken angegebenen Funktionen 
fiir 4 =2 durch —Z und —N in (43b,c) bereits ermittelt und in Tabelle 2 angegeben worden sind 2 
Fiir die unten angegebenen Werte o =3, t=0,5 sind die Funktionen ¢,(g) und ¢,(g) in den beiden 
ersten Spalten der Tabelle 6 berechnet worden, 


-40\- 


Schnitt A-B 


~O5 


+9 


+05 


Abb. 10, Die Héhenlinien der Wélbfliche der Kreisringmembran mit elastisch gelagerter Innenkreisplatte unter hydrostatischem Druck 
fiir die durch die Werte ~ gegebenen Héhenlagen der zur Basis der Wélbflache parallelen Schnittebenen. 


Tabelle 6. Die den angegebenen Werten von @ entsprechenden Werte der Funktionen vy, und :, sowie die denselben 
und den gewahlten «-Werten entsprechenden Werte von cos 


Nach (71a, b) Werte von cos nach (72) fiir 


e Pr Po o=01 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 fa) 
0,9 | 0,48710 | 0,15 — — —- —0,580 +0,086 | +0,754 — 0,5 
0,55 | 0,52143 | 0.19341 a Fe +... | —0,628 |'—0,111 | 40.407 | 410,926 | 0.58 
0,6 | 0,53357 | 0,22398 — —- —- —0,596 | —0,150 | +0,296 | +0,741 | 0,6 
0,65 | 0,52547 | 0,24219 —- — — —0,518 | —0,105 -+-0,308 +0,724 | 0,65 
0.7 | 0,49875 | 0.24768 = = — | 0,416 | +0,005 | +0;408 | +0:810 | 0.7 
0,75 | 0,45459 | 0,24063 — — —0,644 | —0,227 | +0,189 | +0,602 — O85 
0,8 | 0,39398 | 0,22050 _- —0,879 | —0,426 +0,027 +0,480 +0,935 == 0,8 
0,85) 0,31754 | 0,18699 — —0,629 | —0,094 | +0,441 --0,976 = — 0,85 
0,9 | 0,22598 | 0,13932 | —0,904 | —0,186 | +0,530 — — — — 0,9 
0,95 | 0,12004 | 0,07719 | —0,260 — — — — = — 0,95 
iy ico 0 ge ee he es = ES = iaaidles 


XXYV. Band 1957 Karas: Die Kreis- und Kreisringmembranen unter hydrostatischem Druck 379 


SchlieBlich findet man aus (59) fiir s und aus (67) fiir 6, wenn man fiir die beiden Nenner der 
Funktionen q, und gq, in (7la,b) die Abkiirzungen 


%=I1+olnu, »=14+(H4—1)tr (73a, b) 
einfiihrt, nach kurzer Rechnung 
yam ese 
Seen eee ras oat pa (os) 


Fir die Auslenkungen w, bzw. w, (Abb.9c) des héchsten bzw. tiefsten Randpunktes der Innen- 
kreisplatte erhalt man aus (74a,b) wegen w, = s —r;6 baw. w, = s + 7; 6 


es a eke 
W, = % TS baw. 20: == 0, aS 
5a,b 
: w—1f2u 1 we—1 /2u 1 (2) 
ot Pop tare me Ny os i . 
Le Vy Vo te Vy Lo) 


Im weiteren wurde u =2, o=3, T=0,5 gewahlt. Damit erhalt man aus (73 a,b) »; =3,07945 und 
Y_=2,5. Aus (75a,b) erhalt man dann «, = 0,33709, «, =0,63709 und erkennt, daB dann bei der 
Wahl aquidistanter ~-Werte mit 0,1 als Wertedifferenz die drei Werte x =0,4; 0,5; 0,6 Héhenlinien 
bedingen werden, die durch horizontale, die Innenkreisplatte iiberquerende Sehnen abgeschlossen 
werden. Die Berechnung der Polarkoordinate m nach Wahl der in Tabelle 6 angegebenen Werte 0 
ist ohne weitere Erklarung verstandlich. 


Wie bei Zahlenbeispiel 2 dient schlieBlich Tabelle 7 in leicht verstandlicher Weise der Berech- 
nung der Schnittlinien des Wolbhiigels mit vertikalen bzw. horizontalen Schnittebenen. In Abb. 10 
sind neben dem Héhenlinienplan, wie er nach Tabelle 6 ermittelt wurde, diese Schnittlinien links 
bzw. unten angegeben worden. Sie liefern zudem insofern noch eine wertvolle Kontrolle, als ihre 
Schnittpunkte mit den durch « = 0,1; 0,2; ... gegebenen Héhen mit den anderweitig ermittelten 
Punkten des Héhenlinienplanes auf denselben Ordnern liegen miissen. 


SchlieBlich erhalt man aus (61) mit h=r, 


rE, 41 + [(u4—1) np — (42 —1)2] 0} (76) 
~ 8Sy, pe p a Ni a 


4 


Man erhalt V = 0,15296 y r2/S. Analog erhalt man aus (62) 


V 


3 
W nial = FZy, ae UH — 1 + [(4t — 1) Ine — (ue? — 1] 0}, (77) 


also Writ = 9.04869 y r3/S. Aus Abb. 10 oder aus Tabelle 7 entnimmt man fiir cos g = 1 und 
3 . 
0 = 0,65 den Wert onax = 0,76766, woraus Woy = 0,0959575 > 2* und “Ml — 0,508 folgt. 


S Wmax 


Tabelle 7. Die zu den angegebenen Werten von 0 und cos 
nach (72) berechneten Werte von «. 


cosy =—1 cosy = 0 cosp=+1 
Q —- ——— : ena @ 

& = P1— Peo Ce X= 91+ Po 
0,5 0,33710 0,48710 0,63710 0,5 
0,55 0,32802 0,92143 | 0,71484 0,55 
0,6 0,30959 0,53357 0,75755 0,6 
0,65 0,28328 0,52547 0,76766 0,65 
0,7 0,25107 0,49875 0,74643 0,7 
0,75 0,21396 0,454.59 0,69522 0,75 
0,8 0,17348 0,39398 0,61448 0,8 
0,85 | 0,13055 0,31754. 0,50453 0,85 
0,9 0,08666 0,22598 0,36530 0,9 
0,95 0,04285 0,12004 0,19723 0,95 
1 0 0 0 1 
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Bei entsprechender Umdeutung der Gréfen erkennt man in (6) das Geschwindigkeitsrelief | 
und in (22a) das Hagen- Poiseuillesche Gesetz fiir laminare Kreisrohrstrémung wieder. Uber 
die viel weiter gehende Analogie zwischen Membranauswélbung und laminarer Flissigkeits- 
strémung wird in einer spateren Arbeit berichtet werden. 


(Eingegangen am 23. Dezember 1956.) 


Anschrift des Verfassers: Prof. Dr.-Ing. Karl Karas, Technische Hochschule Darmstadt, 
Institut fiir Angewandte Mechanik und Technische Schwingungslehre. 


Gruppentheorie. Von W. Specht, o. Professor der Mathematik an der 


Universitat Erlangen. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, LXXXII. Band.) VII, 


457 Seiten Gr.-8°. 1956, 7 DM 66,—; Ganzleinen DM 69,60 


Inhaltsiibersicht: I, Einfiihrung. Die Grundlagen. — Die Untergruppen einer Gruppe. — Homo- 


morphie und Isomorphie. — Gruppen mit Operatoren, — II; Freie und direkte Zerlegung, Die 
freien Gruppen. — Freie Zerlegungen, — Direkte Zerlegung. — Theorie der abelschen Gruppen, — III, All- 
gemeine Strukturtheorie. Theorie der Normalfolgen. — Theorie der p-Gruppen. — Erweiterungs- 


theorie. — Bemerkungen und Hinweise, — Namen- und Sachverzeichnis, 


Aus dem Vorwort: Der Begriff der Gruppe ist so alt wie die Mathematik selbst. Ins mathematische Be- 
wuBtsein tritt er jedoch erst mit Beginn des 19, Jahrhunderts, Der Erfordernisse der GALOISschen 
Theorie algebraischer Gleichungen fiihrten zu der Entwicklung einer Theorie der endlichen Permutations- 
gruppen, die sich im Verlaufe eines Jahrhunderts zu einer weitgespannten Theorie der Gruppen endlicher 


Ordnung umbildete. 


x \ 
Im gleichen Zeitraum gab aber auch die. invariantentheoretische Entwicklungstendenz der Geometrie 


und der Analysis AnlaB zur Untersuchung spezieller unendlicher Gruppen und fihrte damit zu einem 
weiteren Ausbau der Gruppentheorie. Umgekehrt bot die Entwicklung: dieser Theorie die Méglichkeit 


neuer Methoden in fast allen Teilgebieten der Mathematik. 


Aus diesem Wechselspiel gegenseitiger Anregungen entstand um 1920 zugleich mit der vollstandigen Struk- 
turumwandlung der Algebra und dem Eingang mengentheoretischer Uberlegungen in die Mathematik 


die selbstandige Disziplin einer allgemeinen Gruppentheorie. 


Von den Ergebnissen der allgemeinen Gruppentheorie handelt dieses Buch. Dabei Vollstandigkeit anzu- 
streben, wiirde alle Kraft iibersteigen und jeden Rahmen sprengen, Es kann nur Aufgabe sein, aus der 
riesenhaften Fiille der Ergebnisse eine Auswahl zn treffen, die den Leser die Schénheit der Disziplin und 


die Vielfalt ihrer Methode erkennen 1aBt. 


Eine strenge Auswahl des Stoffes ist indes notwendige Funktion des persénlichen Geschmacks; diese Fest- - 
stellung mu8 den Kenner dariiber trésten, wenn es dies oder jenes vermiBt, was ihm am Herzen liegt. Die 
Enge des Raumes zwang zu konzisem Stil; ein genaues Sachverzeichnis gibt dem Leser die erforderliche 


Hilfe... 
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Einfache Berechnungsmethoden fiir Verbund- 


“ 
konstruktionen. Trager auf elastischen Stiitzen. Fachwerktrager mit biege- 


steifen Gurten. Von Dr.-Ing. Hannskarl Bandel, Berlin-Charlottenburg. Mit 95 Abbildungen. IV, 
69 Seiten 4°. 1957. Steif geheftet DM 16,— 


Inhaltsiibersicht: Einleitung. — Berechnung von statisch bestimmten Verbundtragern bzw, Verbund- 


tragergurten. —- Niherungsverfahren zur Berechnung der statisch unbestimmtem GréBen aus Kriechen 
und Schwinden bei statisch unbestimmten Verbundtragersystemen. — Iteratives Momentenausgleichs- 
verfahren zur Berechnung von Durchlauftrager auf elastischen Stiitzen. — Berechnung von fiuBerlich 
statisch bestimmte gelagerten Fachwerktragern mit unmittelbar belasteten Verbundtragergurten, es 


Berechnung von 4uBerlich statisch unbestimmt gelagerten Fachwerktragern mit einem Verbundtriger- 


lastgurt. — Prinzipbeispiel von auBerlich statisch unbestimmt gelagerten Fachwerktragern mit, Verbund- — 


gurt. — Literaturverzeichnis. 


In dem Bestreben, die Anwendung von Verbundtragern, die sich seit mehreren Jahren in der Praxis aus- 
gezeichnet bewahren, zu erweitern, entstanden die vorliegenden Untersuchungen iiber Fachwerkverbund- 
tragersysteme. Dabei wurde im Hinblick auf die Anforderungen der Praxis versucht, neben den genaueren 


Lésungen auch Naherungslésungen zu entwickeln, in denen nur die wesentlichen Hinfliisse berticksichtigt 


werden, 


Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei wesentliche Abschnitte. Die darin gezeigten Entwicklungen — 


wurden erforderlich, um selbst schwierigste Systeme in verhaltnismaBig einfacher Weise berechnen zu 
kénnen. Der erste ‘Abacus: der die Kapitel B und C enthalt, bringt Naberungsverfahren, die es er- 
lauben, jede beliebige Verbundkonstruktion zu berechnen, gleichgiiltig, ob es sich um Briicken- oder 
Hochbaukonstruktionen handelt. Diese Entwicklungen waren notwendig, denn die bisherigen Naherungs- 
verfahren hatten jedes fiir sich nur einen beschrankten Anwendungsbereich. Im zweiten Abschnitt, 
Kapitel D, wird der Trager auf elastischen Stiitzen behandelt. Es gelang hierbei, das Momentenausgleich- 
verfahren von Kani auch auf diese Trager zu erweitern. Es Kouien z. B, Langstriger auf elastischen 
Quertrigern mit diesem Iterationsverfahren einfach berechnet werden. Besonders vorteilhaft 148t es sich 
aber fiir die Berechnung von Fachwerktragern mit Bicgcttevton Gurten verwenden, bzw, es erméglicht. 
tiberhaupt egst eine einfache Berechnung solcher Systemic. Der dritte Abschnitt, der die Kapitel E und F 
umfaBt, behandelt die Berechnung von Fachwerktragern mit biegesteifen Lastgurten. Das gezeigte Ver- 
fahren wird allgemein entwickelt, und zwar sowohl fiir Stahlkonstruktionen als auch fir Verbundkon- 
struktionen. Durch sinngemaBe Anwendung der in den ersten beiden Abschnitten gezeigten Entwicklungen 
und Formeln kénnen solche Systeme, gleichgiiltig, ob sie auBerlich statisch bestimmt oder statisch unbe- 


stimmt sind, ohne allzu groBen Rechenaufwand erfaBt werden. 
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